A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

Els6 na

1. Jeldlje Z az egész szamok halmazdt. Hatdrozzuk meqg az dsszes olyan f: 7Z — Z fligguényt, amelyre minden egész
a, b esetén teljesiil

f(2a) +2f(b) = f(f(a+1D)).
Szab6 Krist6f megoldasa. Jelolje P(a,b) a fliggvényegyenletet:
P(a,b): f(2a) +2f(b) = f(f(a+1Db)) Va,beZ.

Minden fiiggvényegyenletet érdemes behelyettesitések kiprobaldsaval elkezdeni. Esetiinkben a 0 egy olyan helyettesitési
érték, amely a képletben szerepld kifejezéseket jelentsen leegyszertsiti:

(1) P(0,b) ; £(0)+2£(b) = F(£ (b)),
2) P(a,0) : £(2a) +2£(0) = £(£(@) ¥ £(0) +2/(a),
(2.1) F(2a) = 2f(a) — £(0).

A (2)-nél felhasznaltuk az (1) egyenletet, majd rendezéssel kaptuk a (2.1)-et. Az (1) és (2.1)-es egyenlettel jelentGsen
leegyszertisithetG az eredeti P egyenlet:

2/(a) = (0) +2f () =) f(2a) +2/(8) = F(fla+1) © 2f(a+b) + F(0),
(3) fla) + f(b) = fla+Db)+ f(0).
Ebbé6l minden n pozitiv egészre:
fn)=fln=1)+ f(1) = f(0) = f(n =2) +2f(1) = 2f(0) = --- =
=n(f(1) = £(0)) + f(0);
hasonléan, ha n negativ:
J)+ J(1) = [ +1) + F(0) = -+ = n(F(1) = J(0)) + F(0)

Legyen u = f(1)— f(0) és v = £(0). (Mivel f(0), f(1) egészek voltak, igy u és v is az.) Az el6z6ek alapjan f(n) = un+wv.
Visszahelyettesitve az eredetibe (P):

(4) 2ua + v + 2ub+2v = u?(a 4+ b) + uv + v.
Az a, b helyére 0-t helyettesitve:
(4.1) 3v=(u+1)v.

Ezt kivonva a (4)-b6l kapjuk, hogy:
2u(a+b) = u?(a +b).

Ebbél kovetkezik, hogy 2u = u?, tehat u = 0 vagy 2.
Ha u = 0, akkor (4.1) miatt v = 0, tehat f(n) = 0.
Ha u = 2, akkor tetsz6leges v-re f(n) = 2n + v megoldas lesz. Ellensrzés:

da+v+4b+2v=2(2(a+b) +v) + v =4a+4b+ 3v.

Ezzel megadtuk az Gsszes lehetséges f fiiggvényt.

LA masodik nap feladatainak megoldasat a novemberi szamban kozoljiik.



2. Az ABC hdaromszogben Ay a BC oldalon, By pedig az AC oldalon fekszik. Legyenek P és Q rendre az AA;
és BBy szakaszok olyan pontjai, amelyekre PQ pdrhuzamos AB-vel. Legyen Py, a PB1 egyenes egy olyan pontja, amire
By a PP, szakasz belsejében fekszik, és PPiC<t = BAC<. Hasonléan legyen Q1 a QAy egyenes egy olyan pontja,
amire A1 a QQ1 szakasz belsejében fekszik, és CQ1Q< = CBA.

Bizonyitsuk be, hogy a P, Q, P1, Q1 pontok eqy kérin fekszenek.

Schrettner Jakab megoldéasa. Legyen az AA; és BB; egyenesek mésodik metszéspontja az ABC haromszog
koriilirt korével rendre As és Bo. Szogszamoléssal kapjuk, hogy

CAA1<< = CAA1 = CBA<1 = CQ1Q< = CQ1A:1<,

felhasznélva, hogy As és By is az ABC koron vannak. Ebbdl kovetkezik, hogy C, A1, As, Q1 egy korre esnek. Hasonldan
kaphatjuk, hogy C, B1, B2, P; is egy korre esnek.
Mivel PQ péarhuzamos AB-vel, illetve a fentebb kapott hirnégyszogek miatt

QPAs<t = BAA;<t = BB As<t = QB As <,
igy P, Q, Aa, By egy korre esnek. Tovabba

P PAs<t = PB1A< + B1AP< = PIB1C<a + CAA< = P1BoC< + CBy A<t =
= P By A<t

Azaz Py, Bo, P, Ay egy korre esnek. Igy Py is rajta van a P, Q, As, Bo pontokat tartalmazé koron. Ugyanezen
szogszamolast elvégezve a masik oldalon kapjuk, hogy Q1, A2, Q, B> is egy korre esnek, tehat @1 is rajta van a P, Q,
As, By pontokat tartalmazo koron.

Azt kaptuk tehat, hogy a P, Q, Pi, Q1, A2, B2 pontok mind egy korre esnek, amibdl a feladat allitasa is kovetkezik.

3. Egy szocidlis hdlozatnak 2019 tagja van, kézulik némely pdrok bardtai egymdsnak. Ha A bardtja B-nek, akkor
B is bardtja A-nak. A kovetkezd tipusu esemény eldfordulhat tobbszor eqgymds utdn, eqy idében mindig csak egy ilyen
esemény torténik:

Ha A, B, C olyanok, hogy A bardtja B-nek is és C-nek is, de B nem bardtja C-nek, akkor bardtsdigot
vdltoztathatnak ugy, hogy B és C' most mdr bardtai egymdsnak, A és B, valamint A és C' bardtsdga viszont
megszinik. Az Gsszes t6bbi bardtsdg vdltozatlan marad.

Kezdetben 1010 olyan tag van, amelyek mindegyikének pontosan 1009 bardtja van, és 1009 olyan tag, amelyek
mindegyikének pontosan 1010 bardtja van. Bizonyitsuk be, hogy létezik a fenti tipusi eseményeknek egy olyan sorozata,
amelyek végén minden tagnak legfeljebb egy mdsik tag a bardtja.



Zsigri Balint megoldasa. Gondoljunk a problémara egy grafként.

Vegyiik észre, hogy minden lépésben az élek szama eggyel csdkken, és hogy barmely cstcs fokszdmanak a paritasa
alland6 marad. Figyeljik meg tovabba a kiindulé graf kovetkezs tulajdonsigait. A grafban nem lehet teljes graf
komponens, mert annak 1010 vagy 1011 csicstnak kéne lennie (hiszen minden csucs fokszdma 1009 vagy 1010), vagyis
csak 1010 csucsu lehet: az 1010 darab 1009 fokua cstcs; viszont ekkor tetsz6leges 1010 fokt csicsra igaz, hogy mivel
csak 1008 masik ilyen van, ezért Gssze van kotve 1009 fokaval is, ami ellentmondés. Az el6zGek alapjan szintén igaz,
hogy a graf minden komponensében van péaratlan foka csics. Tehat a kiindulé graf olyan komponensekbdl all, melyek
mindegyike az alabbi harom kategoéria egyikébe esik:

1. Izolalt pont (eredetileg 0 darab).
2. 2 csucsu teljes graf (eredetileg 0 darab).

3. Egyéb nem teljes graf, mely tartalmaz paratlan foka csucsot.

Ha van 3. tipusd komponens, akkor nyilvin tudunk lépni. Belatom, hogy ekkor olyat is tudunk lépni, amellyel
tovabbra is csak ilyen komponensek maradnak.

1. Tegyiik fel, hogy tudunk olyat lépni, hogy azzal a graf adott komponense tovabbra is 6sszefiiggé marad.

Ekkor ez a komponens tovabbra is tartalmazni fog paratlan foka cstcsot (mivel a csicsok fokszamainak paritasa
allando), és a tobbi komponens valtozatlan marad; tehat csak annyit kell belatni, hogy ez a komponens nem
alakul teljes graffa. Ehhez vizsgaljuk meg, hogyan keletkezhet teljes graf.

Ha egy izolalt teljes graf komponens keletkezik, akkor a keletkezé komponens egyik csicsanak benne kellett lennie
abban a harom csicsban, amelyre a lépést végrehajottuk.

a) Ha csak az egyik cstcsa volt benne a keletkezs teljes grafnak a csicsharmasban, akkor az lehetett a cseresznye
egyik vége, vagy a kozépss cstcs.

i) Ha a cseresznye egyik vége benne volt a keletkez6 teljes grafban, de a masik tehat nem (a cseresznyének csak
1 csticsa volt benne!), akkor a keletkezs komponens nem lesz izolalt teljes graf, mivel a cseresznye méasik
vége egy éllel hozza lesz kotve (ellentmondésra jutunk).

i1) Ha a cseresznyének a kdzepe van benne a keletkezs teljes grafban, akkor a cseresznyének a két vége a ke-
letkezd teljes graf semelyik méasik csucséaval sincs Osszekotve (hiszen izolalt lesz a teljes graf), tehat 6k ezen
lépés utan elszakadnak. Mivel az 1. pontban vagyunk, ezért ez jelen esetben ellentmondésra vezetne (nem
maradna a komponens Osszefiiggs).

b) Ha két csicsa is benne van a csiicsharmasnak a keletkezd teljes grafban, akkor azok kozt eredetileg nem
lehetett él, hiszen a lépés utan muszaj koztiik élnek lenni. Ekkor a cseresznye kdzepe nyilvan nem lehetett
benne a teljes grafban, és nem is lehetett dsszekdtve annak egyéb cstcsaival, tehat a 1épés utan 6 elszakad
t6le. Mivel az 1. pontban vagyunk, ezzel a lehetGséggel szintén nem kell torédniink.

Tehat ilyen esetben izolalt teljes graf komponens nem keletkezhet.

2. Tegyiik fel most, hogy csak olyat tudunk lépni, hogy attol egy komponens kettészakad.

a) Tételezziik fel, hogy van olyan 2 foku csucs, amely egy lehetséges lépésben a cseresznye kozepe.
Ekkor ezt a lépést végrehajtva 6 elszakad, és 1. tipusi komponens lesz, valamint a volt komponensének
maradékaban tovabbra is lesz paratlan foku cstcs (hiszen minden csucs fokszamanak paritasa allando). A
komponensének a maradéka igy vagy nem lesz teljes graf, és ezzel 3. tipust lesz, vagy

i) 2 cstcst teljes graf lesz, vagyis 2. tipust.
i1) Tegylik fel, hogy 3 csucsu teljes graf lesz.

Ekkor az eredeti komponens egy 4 cstcsi kor volt, ami ellentmond az indukcios feltevésnek, mert a 3
kategoria egyikébe sem esik bele. Ezzel tehat nem kell torédniink.

ii1) Tegytik fel, hogy legalabb 4 cstcsu teljes graf lesz.
Ekkor a csics, mely elszakad, eredetileg egy-egy éllel volt hozzakotve egy teljes grafhoz, melynek egy éle
(értelemszertien) hianyzott. Ez az izolalt teljes grafok keletkezési lehetGségeinek fentebb targyalt modjaibol
kovetkezik, és abbdl, hogy a cseresznye kozepe 2 foki. Ha viszont ebben az esetben egy olyan cseresznyével
lépnénk, aminek a kozepe az eredeti cseresznyénk egyik vége, és az egyik vége az eredeti cseresznyénk kozepe
(6 a teljes graf semelyik masik cstucsaval nincs 6sszekotve, kivéve azt az egyet, amellyel az 4j k6zéps6 nincs
Osszekotve), akkor a komponens nem szakadna ketté (maradna a cseresznyén kiviil 2 6sszek6tott cstcs, amik
egyiitt mindenkivel 6ssze vannak kotve; az egyik az eredeti cseresznye mésik vége, a masik pedig akarmelyik
magsik). Mivel a 2. részben vagyunk, ez ellentmondas, és nem torténhet meg.
Tehat a tulajdonsag az a) esetben valoban megmarad.



b) Most azt tegyiik fel, hogy minden cseresznye, amivel lehet 1épni legalabb 3 foku kozépss cstccsal rendelkezik.
Legyen egy tetsz6leges ilyen cseresznye kdzépss cstucsa A, két vége pedig B és C, tovabba D az A-nak egy B-
t6l és C-t6l kiilonbo6z6 szomszédja. Mivel a BAC cseresznyével lépve (ahol A a kozépss csics) a komponens
kettészakad, ezért B és D, illetve C' és D kozt nem futhat él (hiszen A-nak és B-nek, illetve A-nak és
C-nek kiil6nb6z6 komponensbe kell keriilnie), és minden koztiik fut6 ut atmegy A-n. Tehat a BAD és CAD
cseresznyékkel is léphetiink. Ha ezek kozil az egyikkel 1épilink, akkor A és D kiilonb6z6 komponensekbe
keriilnek, igy A barmely masik szomszédja és D kozt csak A-n keresztiil vezethet ut. Ugyanebbdl a lépésbdl
ismert, hogy B és C kozt is csak A-n keresztiil mehet t.

Ebbgl altalanossagban tudjuk, hogy A (aki tetsz6leges cseresznye-kozép volt!) barmely két csucsa kozt csak
A-n keresztiil vezethet ut. Vagyis A-t elhagyva a grafbol minden szomszédja kiilon komponensbe kertiil.
Tekintsiink egy tetszéleges ilyen komponenst.

Ismert, hogy egy gratban a fokszamok 6sszege mindig paros, vagyis paros sok paratlan foku csics van benne.
A kivalasztott komponensiinkbe viszont megy még kiviilrsl egy él (A-bol), ami egy cstcs fokanak a paritasat
megvaltoztatja, vagyis paratlan sok paratlan foku cstucsnak kell lennie egy ilyen leend6 komponensben, tehat
lennie kell paratlan foku cstucsnak.

Mivel a kettészakadas utdn mindkét komponensben benne lesz egy-egy teljes ilyen komponens (legalabb 3
4g van!), ezért mindkettSben lesz paratlan foki cstcs. Igy mindkét komponensre igaz, hogy vagy 2. tipusi,
vagy csak annyit kell réla belatni, hogy nem izolalt teljes graf. Tegyiik fel indirekt médon, hogy mégis teljes
graf keletkezik.

i) Haaz 1./a)/ii) modon keletkezik a teljes graf, akkor ezen cseresznye helyett azzal lépve, amelynek a kozepe
az eredeti kozepe, egyik vége az eredeti egyik vége, és a masik vége a keletkez teljes graf egyik cstucsa,
a komponens nem szakadna ketté; tehat nem a 2. részben lennénk.

i1) Ha az 1./b) modon keletkezik a teljes graf, akkor az eredeti cseresznye helyett azzal lépve, amelynek a kozepe
az eredeti egyik vége, egyik vége az eredeti kozepe, a masik vége pedig a keletkezs teljes grafban van,
a komponens nem szakadna ketté, és ekkor sem a 2. részben vagyunk.

Tehat egyik keletkez& komponens nem lehet teljes graf, vagyis 2. vagy 3. tipusu.

Belattuk tehat, hogy ha tudunk lépni, akkor tudunk dgy lépni, hogy minden komponens beleessen a fent felsorolt 3
kategoria egyikébe, viszont csak akkor nem tudunk lépni, ha csak 1. és 2. tipust komponensek maradtak. Mivel minden
lépésben az élek szama eggyel csokken, és kezdetben csak véges sok él volt, ezért csak véges sokat tudunk igy lépni,
vagyis elébb-utobb a fent leirt allapotba jutunk, ami a feladat altal leirt dllapot. Tehat a feladat altal meghatarozott
allapotba biztosan el tudunk jutni.



