Kapacitasok Osszetett rendszerekben

Bevezetés

Idézziink fel két ismert példat! Az elsé a sikkondenzator, melynek a kapacitasa (ha a fegyverzetek feliilete A,
a tavolsaguk d, és ez elég kicsiny)
A
(1) C = SOE'
Ez a mennyiség az egyik fegyverzetrsl a masikra atvitt @ toltés és a toltésatvitel hatasara kialakulo U fesziiltség
kozotti osszefiiggést adja meg:

(2) Q=CU.
Masik példank egy, a térben mindentdl tavol 1év6, onmagaban 4ll6, R sugaru vezetd gomb, amely esetében
(3) C = 4meg R,

és ez a gombre (valahonnan) felvitt toltés és a végtelenhez (mint nulldhoz) viszonyitott fesziiltség kozotti ardnyossagi
tényezs.

A kétfele kapacitasfogalom nagyon hasonlo, amennyiben egy fesziiltség (illetve potencial) és az annak létrehozasdhoz
sziikséges toltés kozott teremt kapcsolatot, de azt is latjuk, hogy nem teljesen azonos, hisz az egyikben csak egy vezets
test, mig a masikban az elektromos megosztas utjan kapcsolatban 1évs két test egyiittes tulajdonsagarél van szo.
Az alabbiakban a kapacitas fogalmanak egy altalanosabb targyalasat adjuk, amelyben mindkét kapacitasértelmezés

természetes modon jelenik meg.

Toltések és potencialok

Az egyszerliség kedvéért egy olyan esetet vizsgalunk, amelyben csak két
(Fy-gyel és Fy-vel jelolt) femtest (an. fegyverzet) helyezkedik el a térben, de a megfontolasaink altalanosithatok
akidrhany fegyverzetre. Arra vagyunk kivancsiak, milyen Osszefiiggés van az egyes testekre felvitt toltés és a rajtuk
kialakulé potencial kozott. ElGszor azt gondoljuk meg, mi torténik, ha csak az Fy fémre visziink fel toltést! Tudjuk,
hogy a statikus esetben a toltések gy oszlanak el a fémek feliiletén, hogy azok ekvipotencialis feliiletek legyenek, mas-
képp mondva: agy, hogy a toltésekbdl kiinduld elektromos tér erGvonalai a fémek feliiletérél merélegesen induljanak
ki, illetve merGlegesen érkezzenek oda. Az Fi-re felvitt toltések és az Fr-n a megosztas miatt szétvdlt toltések sirtsége
tehat olyan, hogy az elektroszatikus tér eleget tegyen ennek a merdlegességi feltételnek.

Nyilvan igaz, hogy ha az I} fegyverzetre mondjuk x-szer nagyobb toltést visziink fel, mint korabban, a kialakulo
toltésstirtiségek az el6z6hoz hasonldéak, de mindenhol z-szer nagyobbak lesznek. Ennek eredményeként az elektromos

térerdsség és a potencial is mindenhol, igy a fémek feliiletén is z-szer akkora lesz, mint az el6z6 esetben. Eszerint
a toltés és a végtelenhez viszonyitott fesziiltségek, vagyis a potencidlok kozott egyenes ardnyossdg all fenn:

Ui1(1) = an @,
) Uz(1) = aa1Q1.

Megjegyzés. A fenti képlettel kapcsolatban latnunk kell, hogy az a21 nem lehet nulla, hisz az Fi-en levs t6ltések tere csak
a végtelenben tinik el, igy biztos, hogy az F1-es test terében elhelyezked§ F fegyverzet potencialja Uz (1) # 0. Az a2 egyiitthato
konkrét értéke mindkét fegyverzet adataitol fiigg. Hasonldéan az aq1 ardnyossagi tényezd sem csak az 1-es test méretétsl, alakjatol
stb, hanem az F» adataitol és poziciojatol is fligg, hiszen a megosztas miatt annak is van tere, ami hozzajarul Uy (1)-hez.

Teljesen hasonl6 gondolatmenettel oda jutunk, hogy ha csak az Fy fegyverzetre tesziink toltést, akkor a kialakulo
potencialok

U1(2) = a12Q2,
(5) Uz(2) = az2Qo2.

Itt a12 és a2 (épplgy, mint ag és ai1) a két fegyverzet egyiittesére jellemzs mennyiségek.

Végiil, ha mindkét fegyverzetre visziink toltést, akkor a fémek feliiletén kialakul6 toltéssirtség az elsé és a méasodik
esetnek megfelel§ siriiségek Osszege kell legyen, mert ez biztositja azt, hogy az elektromos tér a fémek feliiletére
merGleges. Kovetkezésképp az eredd elektromos tér a két esetnek megfeleld tér Gsszege lesz, és ez igaz az egyes testeken
kialakul6 potencidlokra is (szuperpozicio elve):

(6) U = a11Q1 + a12Q2,
Uz = a21Q1 + a22Q2.



Ez a két Osszefiiggés invertalhato:

(7) Q1 =c11Uq + c12U,
Q2 = c21Uy + c22Us.

Ebben a keét kifejezésben a cij (i, j =1, ) elemek kapacitdsok (az Gn. kapacité,smétrix elemei), amelyek értéke a két

Ezekkel érdemes kifejezni az a;; elemeket:

- C22 - C12
an = ————— a2 = ——————
C11 C22 — C12 €21 C11 C22 — C12C21

(8)
C21 C11
a,21:——, a22:—.
C11 C22 — C12 C21 C11 C22 — C12 C21

Az energia

Tovabbi megfontoldsainkban fontos szerepe lesz annak, hogy mennyi az elektrosztatikus energidja egy ilyen toltott
rendszernek. Ez az energia azonos azzal a munkaval, amennyit végezniink kell ahhoz, hogy a fegyverzetekre toltéseket
vigyilink. Ennek kiszamitasdhoz tegyiik fel, hogy a két fegyverzetet ugy toltjiik fel a kivant potenciélra, hogy a folyamat
soran a toltések aranya (és ezzel egyiitt a potencidlok ardnya is) mindig ugyanannyilegyen! Ilyenkor mindkét fegyverzet
aktualis potencialja aranyos a ra addig felvitt toltéssel, ezért a munka a toltések és az atlagfesziiltségek (a végs6
fesziiltségek % része) szorzataként kaphaté meg:

1 1
9) W = §Q1U1 + §Q2U2-

Ennyi munkat kell végezniink a fegyverzetek feltoltése soran, tehat ennyi lesz a rendszer elektrosztatikus energiaja.
A toltéseket a fesziiltségekkel, vagy a fesziiltségeket a toltésekkel kifejezve

(10) W= 1

> [e11UF + (c12 + c21)UrUz + ¢22U3],

illetve

12207 — (12 + ¢21)Q1Q2 + c11Q3

2 C11 C22 — C12 C21

(11) W =
A rendszer energidja természetesen nem fiigg attol, hogy hogyan, pl. milyen sorrendben toltjiik fel a fegyverzeteket.

Erre alapozva belathaté,hogy

(12) C12 = C21.

(Ennek bizonyitasa az F1 fliggelékben talalhato meg.)

Részkapacitasok
A ¢;; kapacitasok helyett igen praktikus bevezetni az igynevezett részkapacitdsokat a kdvetkezd modon:
(13) C1 = c11 + a2, Co = 22 + C12, Ck = —c12 = —ca1.
Ezekkel minden fontos mennyiséget ki tudunk fejezni:

Q1 =C1U; + Ci (U — Us),

14
(14) Q2 = CoUs + Cp(Uy — Un),
illetve
U — CoQ1 + Cr(Q1 + Q2)
5) LT 00, + CR(CL + o)
U, — C1Q2 + Cr(Q1 + Q2)
2T 010+ C(Cr+ Cy)

és végll az energia
1 ChQ3 + Ci@3 + Ci(Q1 + Qo)
2 C1Cy +Ck(Cl +Cz)

A részkapacitasok igen jol szemléltethetSk az F2 fiiggelékben megadott kép segitségével. Fontos megjegyezniink,
hogy bar a jelolés ezt sugallhatné, de nem igaz, hogy a C; vagy a Cy csak az Fy vagy Iy fegyverzet tulajdonsiga
lenne: ezek a mennyiségek is a teljes elrendezést jellemzik.

(16) W =




A nagy tavolsag esete

A térben elhelyezett, toltott fémtestek fesziiltség- és energiaviszonyainak fent bemutatott, kapacitasokra alapozott
leirdsa akkor konnyiti meg a munkinkat, ha a fegyverzetek tavolsaga azonos nagysigrendd vagy joval kisebb, mint
a testek meérete. Ellenkez§ esetben, tehat amikor a testek méreténél a tavolsdguk joval nagyobb, a megosztas hatasa
elhanyagolhato. Az egyes fegyverzetek sajat kapacitasat (azt, ami akkor lenne, ha a test magaban allna) ekkor is figye-
lembe kell venni, de a koztiik 1év6 kolcsonhatas szempontjabol a toltések jo kozelitéssel egy-egy pontba koncentraltnak
tekinthetsk.

A sikkondenzator

A szamunkra igazéan izgalmas esetek koziil elGszor azt nézziik meg, hogyan illeszkedik ebbe a képbe egy valdsigos
(nem idealis) sikkondenzator. Tegytiik fel, hogy a két fegyverzet egyforma, és mondjuk az Fy fegyverzetet feltoltjik agy,
hogy potenciélja U legyen, mikézben vigyédzunk arra, hogy az Fs fegyverzet potencialja nulla maradjon. A tapasztalat
az, hogy praktikusan ugyanannyi, csak ellenkezs elGjeli toltés kertil mindkét fegyverzetre, (14) szerint tehét

(18) Q1+ Q2=CU =0,

ahonnan a (14) els6 egyenletébdl adodo U ~ % # 0 Osszefiiggés miatt egyenesen kovetkezik, hogy
k

(19) Ol(: CQ) < Cy.

A Cj, tényezs a kondenzator kapacitdsa (amit szabatosan fékapacitdsnak neveznek, de ezt az elnevezést szinte senki
nem hasznalja), C és Cs pedig a szdrt kapacitdsok.

A sikkondenzétor kapacitasat, ami tehat Cy, az (1) képlet adja meg. Eszerint ha rogzitett nagysagu toltés mellett
csokkentjiik a d tavolsagot, akkor novekszik Cy, csokken a fegyverzetek kozotti fesziiltség, és a kondenzatorban térolt
energia is. Hataresetben, amikor a fegyverzetek Osszeérnek, a toltések kiegyenlitik egymast, de mivel ez gyakorlati-
lag nulla fesziiltség mellett torténik, nincs energiaveszteség. (Természetesen nem sériil az energiamegmaradas tétele:
a kondenzator kezdeti elektrosztatikus energidja a lemezek kozelitése soran a fékezGersk elleni munkat fedezi.)

Toltott gombok viselkedése

Masik példanak tekintsiink két egymashoz kozel, de minden méastol tavol 1évs gdmbot! (A két sugar legyen Ry és
R, a kozéppontok tavolsaga D, a feliiletek legkisebb tévolsédga pedig d!) A probléma az elektrosztatika mint tudomény-
teriilet kialakulésa 6ta foglalkoztatja a kutatdkat, jelentds részben ki is van dolgozva, de maig tartogat érdekességeket.
Ennek legfébb oka, hogy az altalanos megoldas nem adhaté meg zart alakban, a kapacitasok, a toltéseloszlasok stb.
csak végtelen sorok formajaban kaphatok meg, és barmely részlet kiszamitasa nem egyszert feladat. Itt most a rendszer
olyan tulajdonsagait vizsgaljuk csak, amelyek nem igényelnek kiilonleges matematikai felkésziiltséget.

A két gomb kapacitasa, ha kiilon-kiilon egyediil allnédnak, 4weqR; és 4meg Ry lenne, de valdjaban C; és Cy ennél
kisebb, és d csokkenésével monoton csokkend fliggvény. (Figyelem: Nem igaz az az elterjedt nézet, hogy Ci és Cy
aranya a két sugar aranyéaval megegyezne!) A d = 0 hataresetben mindketts véges, nem nulla értéket vesz fel, amelyek
Osszege adja a két érintkezG gdmb egyiittes kapacitasat. Ezzel szemben mikdzben d — 0, a C kapacitas végtelenhez
tart. Ennek az az oka, hogy az egymassal szemben 1év§ feliiletek egyre kdzelebb keriilnek egyméashoz, és igy a megosztas
hatasa egyre jobban érvényesiilhet. Mivel nem sikok, hanem gorbiilt feliiletek kozelitenek egymashoz, Cj, divergencidja
(végtelenhez tartasa) lassabb, mint a sikkondenzator esetében. Ertékét az irodalom szerint a

R1R2 1 2R1R2
20 Ch = dmeg—o? ) 2 (g 202
(20) \ mORl+R2{2(n(R1+R2)d)+w}

Osszefiiggés adja meg, amelyben ~ egy ismert nagysagd numerikus konstans.

Cy, fenti értéke annal pontosabb, minél kisebb a d tavolsag. A Cy kapacitas végtelenhez tartasdnak — hasonléan
a sikkondenzator esetéhez — érdekes kovetkezményei vannak. Elsgként vegyiik észre: ha a (15) képletek nevezGjében
a végtelen naggya valo C(Cy + C2) tag mellett a véges értékhez tartdo C1Cy tagot elhagyjuk, megéllapithatjuk, hogy

Q1+ Q2
21 Uy — Uy — — 2=
( ) ! 2 Ci+ Oy
mikdzben a ketts kiilonbsége
1 CoQ1 — C1Q2

22 AU =U; — Uy =
(22) s ARG A A



szerint tlinik el.

Megjegyzés. Ha a két gombot toltetlen allapotban Osszeérintjiik, és igy visziink fel a rendszerre Q = Q7 + Q5 toltést, akkor
az a kialakulo egyenstlyban tigy fog eloszlani a két gdbmb kozott, hogy Q1/C1 = Q5/C2, azaz C1Q% — C2Q1 = 0 legyen, tehat
az érintkez6 gombok esetében ez tekintendd a stabil toltéseloszlasnak.

Tanulsagos megvizsgalnunk az energiat is. A (16) kifejezés azonos atalakitasokkal az alabbi alakra hozhato:

(23) oL@+ 1 C1 + G (C1Q2 — CoQy)”
2 C1+Cy 2 Cx(Cy1 + C2) 4+ C1Cy (C1+ 02)2 '

Rogzitett Ossztoltés mellett W akkor minimalis, ha Co@Q; — C1Q2 = 0. Ebbdl kivetkezik, hogy minden olyan
toltéseloszlas, amelyre ez nem igaz, instabil azokra a mechanizmusokra nézve, amelyek képesek toltést szallitani a két
gomb feliilete kozott. Ilyen mechanizmus lehet pl. a két feliilet kozott kialakulo (az F3 fiiggelékben leirt) nagy térerGsség
miatt atugrd szikra, de az is, hogy az érintkezési pontban az ellentétes toltések semlegesitik egymast. Latni kell
azonban, hogy a C2Q; = C1Q4 allapot kialakulasa soran az elektrosztatikus energia nagyon keveset, idealis esetben
elhanyagolhato mértékben csokken: a folyamat soran az energia valtozasa AQ - AU nagysagrendtd, ami anndal kisebb,
minél kisebb tavolsag mellett zajlik le a toltéskiegyenlitGdés.

Végezetiil megjegyezziik, hogy az energia tavolsagtol valo fliggése kovetkeztetni enged a toltott gombok kozott
fellép6 erdkre. Egy ilyen, kicsi d mellett érvényes elemzést mutatunk be az F3 Fiiggelékben.

Fiiggelék

F1. A kapacitasmatrix szimmetriaja

Ennek megmutatésahoz azt hasznéljuk ki, hogy a rendszer energidja nem fiigghet attol, hogyan (milyen sorrendben)
toltjiik fel a fegyverzeteket, csak attol fligghet, hogy mekkora rajtuk a fesziiltség (vagy a toltés). Tegyiik fel, hogy
el6szor az Fy fegyverzetet toltjiik fel Uy potencidlura ugy, hogy az F» potencidljat nullan tartjuk (Fa-t foldeljik).
Ebben a folyamatban Fj-re c11 U; toltést kell vinnilink, az Fy-re pedig co; Uy t0ltés keriil. Ezutan megsziintetjiik F5
foldelését, és feltoltjiik ugy, hogy potencialja Us legyen, és kdzben {igyeliink arra, hogy az Fj potencialja ne valtozzon.
Ehhez, mikozben az Fy-re a méar ott 1év6hoz még cos Us toltést adunk, az Fi-re tovabbi cjo Uy toltést kell vinniink.
A potencial—toltés viszonyokat az 1. dbrdn szemléltetjiik.

U u

U, Uy

q1 q1
c11Us c11Un c11U1 +c12U2

Uu2 u2
Us Uz
q2 q2
c21U1 c21U1 c21U1 +c22U2
1. dbra

(A két fegyverzetre vonatkozo grafikonon a toltéstengelyeken a skala kiilonbo6zs: ugy allitottuk be Gket, hogy
az Osszetartozo toltésertékek egymas folé keriiljenek.) A folyamat soran végzett munkat, tehat a toltott rendszer
energiajat a sotétebben jelolt részek Osszteriilete adja meg;:

1 1
W = 5 611U12 + 012U1U2 + 5 622U22.
Nyilvanvald, hogy a testek feltdltését méasképp is, pl. a forditott sorrendben is elvégezhetjiik. Ekkor

1 1
W = 5 611U12 + C21U1U2 + 5 022U22

adodik. Mivel az energia nem fiigghet attol, hogy hogyan toltottiik fel a rendszert, a két érték megegyezik, tehat

Ci2 = C21.



F2. A részkapacitasok helyettesitGképe

A részkapacitasok hasznalata egy igen szemléletes (a mérnoki gyakorlathol kolesonzott) helyettesitGkép bevezetését
teszi lehetdve.

A 2. dbrdn jelolt kapacitasok ideélis kondenzatorok, a sarkok a két fegyverzetet (Fy, F»), a foldelés pedig a nulla
potenciala helyet, esetiinkben a végtelent jelenti. Az egyes toltések értéke

Q100 = Q1 — Q12,
Q200 = Q2 — Q21,
Q1 = Cu(CeQ1 —C1Q2) _Q
27 CiCy + Ch(Cr + Ca) o
Ck
U, I I Us .
£ Q12 I |Q21 =—Q12 2
QlOO QQoo
— Co——
_Qloo ' ’ _QQOO
2. dbra

Természetesen mindennek akkor van értelme, ha az itt szerepl, eddig csak formélisan kezelt C7, Cy és C, kapacita-
sok pozitivok. Ennek teljesiilését viszont kénnyd belatni, elég végiggondolni, milyen elGjeld toltések keriilnek az egyes
fegyverzetekre, ha az egyiket foldeljiik, a mésikat pedig valamilyen fesziiltségre feltoltjiik. Ezt az elemzést az Olvasora
bizzuk.

F3. Azonos toltésd gombdok is vonzhatjak egymast

Miel6tt ezt az igen meglepd jelenséget targyalnank, érdemes visszatérniink a fesziiltségekhez! Fontos észrevétel, hogy
bar a (22)-vel adott AU fesziiltség nagyon kicsiny, hataresetben el is tiinik, a két gémb kozott kialakulo elektromos
térerGsség meégis anndl nagyobb, minél kisebb a gdbmbok tavolsaga. A térerGsség atlagos értéke a legkozelebbi pontok
kozott az E ~ AU/d kifejezéssel becsiilhetd, és ez, ha C2Q1 # C1Q2, akkor végtelenhez tart. (Ez a logaritmusfiiggvény
azon tulajdonsagénak koszonhets, hogy az In(1/d) végtelenhez tart, a d - In(1/d) kifejezés viszont nulldhoz kozelit,
ha d — 0.) Ez fizikailag ugy értelmezhets, hogy a CoQqn = C1Q2 esetet kivéve, nagyon kicsiny d tévolsdg mellett
az elektromos megosztas miatt akkor is ellentétes elGjeld toltések iilnek a feliiletek legk6zelebbi pontjai kérnyékén, ha
Q1 és Q2 elGjele azonos. SGt, mi tébb, az ellentétes toltéseknek megfelels toltésstriség a tavolsag csokkenésével egyre
kisebb feliiletre koncentralodik.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a két gomb kozott (a Q1/C1 = Q2/Cs kiegyenlitett esetet kivéve) mindig
vonzas alakul ki, ha a gémbdok elég kozel keriilnek egymashoz. Ez kozismert, ha a két toltés ellentétes elGjeli, vagy
az egyikiik nulla, de megleps, ha a toltések azonos elGjeliiek! A jelenség oka az, hogy — ahogy méar emlitettiik —
a gdmbok egymashoz kozeli oldalan a megosztas miatt ellentétes, a tavoli oldalakon azonos elGjeld toltések iilnek, és
a nagyon kicsiny tavolsag miatt az el6bbiek vonzasa érvényesiil. Matematikailag ez abbol kovetkezik, hogy mig C és
Cy jo kozelitéssel d lineéris fliggvénye szerint kozeledik a d = 0 esetén felvett C1(0) és Co(0) értékekhez, addig Cy
a (20) képlet szerint végtelenhez tart.

Az energia (23) kifejezésébdl indulunk ki. Ez a C, > C7, Cy esetnek megfelels kozelitésben tovabb egyszertsodik:

_1(@ + Qo) + 1 (C1Q2 — Cle)Q'

2 CL+ 0y 2Ck (C1 + 02)2

w

(Ez a kifejezés is annal pontosabb, minél nagyobb a Cj, kapacités, azaz minél kézelebb van a két gomb egymaéashoz.) A
méasodik tag viselkedését a C}, végtelenhez tartasa hatarozza meg, ezért itt C és Cs helyett vehetjiik a C1(0) és C3(0)
értékeket. Az elsé tagban hasznaljuk a

Cy + C2 = C1(0) + C2(0) + AC

kozelitést, ahol AC' egy d-vel aranyos szam. Mind a szamlalot, mind a nevez6t megszorozva a C1(0) + C2(0) — AC
kifejezéssel, és a (AC)*-es tagot mér elhanyagolva végiil is a

AC <C Q1+Q2(0)>2 L] <Q102(0)—Q201(0))2
1

2Cy




kifejezést kapjuk, ahol a W (0) az energia d = 0-nél vett értéke.

Tekintsiik el6szor a @Q1C2(0) = Q2C1(0) kiegyensulyozott esetet! Ilyenkor a fenti energiakifejezésnek csak az elsé
tagja nem nulla, és nagyon szemléletes, hogy a gdmbok azonos elGjeld toltése miatt taszitast kell leirnia. Ennek
megfelelGen ez a tag d novekedésével csokken, azaz AC egy d-vel ardnyos pozitiv mennyiség. A masodik tag a Q1C2(0) #
Q2C1(0) kiegyenlitetlen helyzetben mindig pozitiv, és a tavolsdg novekedésével ng, tehat egy vonzoéerdnek felel meg.
A keérdés, hogy hogyan viselkedik az Osszegiik. Mivel a logaritmus fliggvény olyan, hogy d - In(1/d) — 0, ha d — 0,
a két tag hanyadosaban szereplé AC - Cy nulldhoz tart, ahogy d csokken. Ebbdl kovetkezik, hogy minél kisebb a d
tavolsag, annal nagyobb lesz a masodik tag az els6hoz képest, tehat a gombok viselkedését, ha azok elég kozel keriilnek
egymashoz, ez a tag fogja meghatarozni. Igy elég kis tavolsag esetén a vonzds érvényesiil!

Ennek fényében gondoljuk végig, mi torténik, ha két azonos elGjellel, mondjuk pozitivan, de nem kiegyenlitetten
toltott gombot egymashoz kozelitiink! Legyen pl. Q2/C2(0) > Q1/C1(0). Elég nagy tavolsag esetén mindkét feliileten
a toltéssiirtiség mindenhol pozitiv, és a gombok taszitjak egymést. A tavolsagot csokkentve a toltések a kiilsé polusok
felé toldédnak, elég kis tavolsagnal az Fy belss feliiletén a toltésstiriiség negativva valik, még kisebb tavolsagnal pedig
a kiilonbozo toltések kozotti vonzas valik dominanssé. Amikor a két gdmb Osszeér, megtorténik a toltéskiegyenlitGdés,
aminek sorén a szemben 1évS ellentétes toltések eltiinnek, a feliileti toltéssiirtség tjra mindenhol pozitivva valik, és
a gbmbok ujra taszitjak egymaést.

Woynarovich Ferenc



