I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenleteket:

2z 3 6
= t
o) It 1T 12 (4 pont)
b) cos(2z) + 5sinx = 3, (5 pont)
o) lx—2|+x =4z —2. (5 pont)
Megoldas. a)
2z 3 6
=— (x—1 1 +1
;v—1+x+1 (x=1)(z+1) / (@-D+1), =#
—5++25-24
2¢(x +1) +3(x — 1) = —6; 22> + 52+ 3 =0; o=
x1 = —1, ez a kikotés miatt nem gyOke az egyenletnek; xo = —5 Az egyenlet megoldasa: ¢ = —1,5. (Ellendrzés:
—4,8=-48.)
b) 1 —2sin?z+5sine =3; 0=2sin’z —5sinz + 2;
. 5++v25—-16 5+3
(sinz), , = 1 ==

1 ) 1 5
(sinz); = 2 nem lehetséges; (sinz), = 3 = a= %—i— 2km, (k € Z); x2 = % +2Ir, (I € Z). (Ellenérzés: 3 + 3= 3.)
c) Kikotes: 0 < z. Ha 2 < z, akkor  — 2+ = 4y/x — 2; 22 = 4y/z, innen vz (vVz —2) =0 = 21 =0; 22 = 4; az
x1 kisebb 2-nél, tehat nem megoldés, a 4 azonban igen.
Ha x < 2, akkor —(z — 2) + = 4y/r — 2; ebbdl a 4 = 4y/z egyenletet kapjuk, aminek a megoldésa r3 = 1.
Az egyenlet gyokei tehat o = 4; x3 = 1. (Ellen6rzés: 2 = 2, illetve 6 = 6.)

2. Egy hdromszogben az eqyik oldal kétszer akkora, mint eqy mdsik oldal; az el6bbivel szemkozti sz6g 60°-kal nagyobb
az utobbival szemkizti szégnél. A hdromszdg teriilete 2v/3 teriletegység. Mekkordk a hdromszég oldalai és szdgei?
(12 pont)

Megoldas. Legyen a c oldal kétszerese a-nak, igy v = o + 60°, irjuk fel a szinusz-tételt:

. (o} 2
sinfa +607) _ 20 0+ 60°) = 2sina
sin « a

1 3
sin « - cos 60° + cos v - sin60° = 2sin;  sino - 3 +cosa - \/7_ = 2sina;

[N\

3 3
—-cosa=§sina / , rcosa # 0;

7
3
tgaz% ~ a=30°% ~y=090° f=60°.

.(2a)2$1n60 _ 90V L2 V3

Alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet: a4 2 =23 immena’ =4 = a=2,c=4,

2
3
b= \/7_ 4 =2V3. Megkaptuk a keresett adatokat.

3. a) Igaz-e az A, B kijelentések tetszéleges logikai értékénél, hogy

(A= -B)AA) - B=1i?

(mA =nem A.) (5 pont)
b) Igaz-e, ha ILm (an +by) =0, akkor ILm (an) + ILm (by) = 02 Vilaszunkat indokoljuk. (8 pont)
¢) Hdny pontja lehet annak az egyszerd, osszefiiggd grifnak, amelynek 8 éle van? (4 pont)

Megoldas. a) A valasz: NEM, az indoklas:
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Azaz, ha A =1, B = h, akkor a mivelet eredménye hamis.
Megjegyzés. Itt az a tipikusan hibds kovetkeztetés van kicsit atfogalmazva, amit gyakran tapasztalhatunk: ,Ha A,
akkor B, mivel nem A, tehat nem B”.

b) A valasz: NEM. Elég egy megfelels ellenpéldat mutatni.

pL: a,=0,1,0,1,0,1,..; b,=0,-1,0,—1,0,—1,..., vagy
1

pl.: ap,=n+—; b, = —n, vagy
n

pl.:  a,=2""—sin (%), b, = sin (%) sth.

¢) A pontok szama nem lehet 4, vagy annél kevesebb, mert az ilyen grafok éleinek szama legfeljebb 6 lehet (ha
a 4 pontu graf teljes graf). Az n pontt legkevesebb élt tartalmazd Osszefiiggd graf (fa graf) éleinek szdma n — 1.
Ha n — 1 = 8, akkor n = 9. A graf pontjainak szdma nem lehet 9-nél nagyobb, mert akkor nem lenne Gsszefiiggd.
A megoldas tehat: 5 < n <9, azaz legalabb 5 és legfeljebb 9. Ezek mindegyike elGallithato.

4. a) Hdny olyan kétjegyd szdm van, amelyben a szdmgjegyek kilonbségének abszolit értéke legfeljebb 37 (8 pont)
b) Ha ezek kézil véletlenszerien kivdlasztunk kettd kilonbozd szdmot, mennyi a valdszindsége annak, hogy az egyik
pdros, a mdsik pdratlan lesz? (5 pont)

Megoldas. a) Legyen a kétjegyi szam els6 jegye x, a mésodik y, ahol 1 <2 <9, 0<y<9ésx,y € N.

[t —y| <3, hay<z, akkorz—y<3 = y>x—3;
ha x <y, akkory—z <3 = y<z-+3.

Abrazolva az egyeneseket, a megadott tartomanyban 54 racspont van, azaz 54 ilyen szam van.

pdros: 27

paratlan: 27

b) Az dbrdrdl az is konnyen leolvashato, hogy 27 paros, 27 paratlan szam van kozottiik, igy

P(A) — (217) ) (217) _ 27-27 _ i
o W
II. rész

5. Egy téglalap oldalainak mérdszima egész szdm. Ezt a téglalapot oldalaival pdrhuzamos egyenesekkel egységnégy-
zetekre daraboltuk, majd o széleken levéket fehérre, a tdbbit feketére festettiik.

a) Mekkordk a téglalap oldalai, ha kétszer annyi fekete négyzet lett, mint amennyi fehér? (9 pont)

b) Az a) részben kapott téglalapokbdl kivilasztottuk azt, amelynek oldalméretei kizétt legkisebb a kilonbség, majd
eqy 8 egység sugard piros korlap kozepére erdsitettik. Az igy kapott eszkozt céltablanak haszndljuk, ahol a telitaldlatot
az jelenti, ha fehér mezdbe csapodik a lovedék. Feltesszik, hogy minden lovés eltaldlja a céltabldt, és annak minden
pontjat egyenld valdszinidséggel. Mekkora a valdszinisége, hogy Vilmos négy lovésbdl legaldbb kétszer telitaldlatot ér el?
Az eredményt szdzalékban egészre kerekitve fejezziik ki. (7 pont)



Megoldas. a) A téglalap oldalainak hosszat jeldlje n, k (n,k € Z*1), a fekete négyzetek szama (n — 2)(k — 2), ez
kétharmada az Gsszes négyzet szamanak, vagyis

2
gn-kz(n—Q)(k—2); 2nk = 3(nk — 2n — 2k + 4);

0 =nk —6n —6k+ 12 /+24;
24 = nk — 6n — 6k +36; 24= (n—6)(k—6); 24=2%.3

ezért a 24-nek 8 pozitiv osztoja van. A lehetséges parositasok:

n—6=1, k—6=24; n—6=2, k—6=12;
n—6=3, k—6=28; n—6=4, k—6=6.

(A t6bbi ugyanezeket a szampéarokat adja felcserélve.)
A téglalap két oldalanak hosszara tehat a kovetkezs lehetGségek adodnak:

7,30, ekkor 70 fehér, 140 fekete

8, 18, 48 fehér, 96 fekete

9, 14, 42 fehér, 84 fekete

10, 12 (egység), 40 feheér, 80 fekete négyzet keletkezett.

b) A céllaphoz valasztott téglalap a 10 x 12-es lesz, itt a legkevesebb a kiilonbség az oldalak hossza kozott. A kozép-
pontokat egymashoz illesztve lathato, hogy a téglalap a korlap belsejében van, a félatlo kisebb a sugarnal (52462 < 82).

4
Annak a valoszintisége, hogy egy 16vés telitalalatot ér: p = PP 0,1989, nem ér telitalalatot: ¢ = 0,8011.
s
Jelolje & azt, hogy a négy lovésbdl hany telitalalat lett. & lehetséges értékei: 0,1, 2, 3, 4.

P(E=0)= (3)]90(14 =0,4119; P(E=1)= (‘Dplq?’ = 0,4090.

A komplementer esemény valdszintsége: P(§ = 0)+ P(§ = 1) = 0,41194 0,4090 = 0,8209, ezért az esemény valoszint-
sége: 1 — 0,8209 = 0,1791.
Annak a valésziniisége, hogy Vilmos négy 16vésbdl legalabb kétszer telitalalatot ér el, 18%.

2
6. a) Az f(z) = % fiigguény grafikongjat tikrézzik az A(2;5) pontra. Hol metszi az igy kapott gorbe az f(x)

grafikonjdt? (5 pont)
b) Hiizzunk érintdt a P(3; —4) pontbdl f(x) grafikonjihoz. Irjuk fel az érintdk egyenletét. (6 pont)
¢) Mekkora a terilete annak a sikidomnak, melyet az f(x) figgvény grafikonja és a P(3; —4) ponton dtmend érintdk
zdrnak kézre? (5 pont)

Megoldas. a) Az f(x) fiiggvény grafikonja egy parabola, amelynek tengelypontja az origo, tengelye az y tengely,
paramétere 2. Az A(2;5) pontra tiikrozve a tengelypontja T"(4;10) lesz, tengelye parhuzamos marad az y tengellyel,

1 1
lefelé nyilik, igy egyenlete: y — 10 = —1(:10 — 4)2, y-ra rendezve: y = —Zx2 + 2z + 6.

(Ezt megkaphatjuk masképpen is. Legyen a P(z;y) pont tiikorképe az A(2;5) pontra nézve P'(x';y’), ekkor a fe-

v+ 5 y+y
1 2 1

azy = Zx2—be kapjuk, hogy 4(10—y') = (4 — x’)2, ami rendezve: 3’ = —Zx’2 +22' 46, tehat ugyanaz, mint a kordbban

lezépont koordinataira vonatkozo tétel szerint =5 = z=4-2a;y =10 — . Ezeket beirva

kapott egyenlet.)

1 1
A két gorbe metszéspontjait az 13:2 = —Zx2 + 2z + 6 egyenletbdl kapjuk. Rendezve:
1
53:2 —2x—6=0,
2
24\/(-27 =45 (-6) 24 g
T1,2 = 9. = 1 )

A metszéspontok: M(—2;1), N(6;9).



b) A P(3;—4) ponton atmend, m meredekségl egyenes egyenlete: y — (—4) = m(x — 3); y = ma — 3m — 4. Ezt

beirva y helyére max — 3m — 4 = sz, majd rendezve az 2* — 4max + 12m + 16 = 0 paraméteres masodfoki egyenletet
kaptuk, amelynek egy megoldasa van a két gorbe érintkezése miatt, vagyis D = 0, azaz

(—4m)® —4-1-(12m+16) =0; 16m? —48m —64=0 /: 16;
3+v9+16
2

m2—3m—4=0; mi2 = my =4; mg = —1.

Az érintdk egyenlete: y = 42 — 16, y = —x — 1.

1 1
Eljuthatunk az érint6k egyenletéhez méas modon is. Az f(z) fiiggvény derivaltja f'(z) = Y 2r = 3% A parabola

1 1
Py (wo; 13:(2)) pontjahoz hiizott érinté meredeksége m = f'(z0) = %0, az érinté egyenlete

Ennek az egyenesnek pontja a P(3; —4) pont, tehat:
1 1

—4 = %0 -3 - 170

rendezve:

z3 — 6x9 — 16 = 0;

6 £ /36 4 64
(20)1p = 5 =

(zo); = 8; (20)y = —2.
Megkaptuk az érintési pontok els¢ koordinatait. (Ezek egyébként kellenek majd a c) részhez.) Az érinték egyenlete:

1 1
=_. _ . — 4 — 16:
Y 28:1: 48 T 6;
1 1 2
== (-2)xz—--(-2)"=—-z—-1.
=5 (2w (2P =

4
¢) Az érintési pontok abszcisszéi az x1,2 = Tm egyenletbdl adodnak (illetve a b) rész méasodik megoldasabol mar

ismerjiik 6ket), m = 4 esetén 8; m = —1 esetén —2 lesz értékiik. A teriiletszamitast két részre bontjuk:

3
1, 122 1, 1°
Tl—/<1x —(—x—l)) dz = {134—590 —l—x}z—

27 1 1 -8 1 125
24z, (2. 242 .4-9) =222
g tg9ts (4 3 T3 ) 12

1, 1 a3 a? ® 128 129 125
Sa? - (4x—16) ) do = |- = — 4T 4162 = — — 2 = =2
(4“7 (42 )) v [4 3 o ‘TL 3 4 12

125
A sikidom teriilete T' =T + Tb = e teriiletegység lett.



7. a) Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra igaz, hogy 3 | n® + 8n. (6 pont)

b) Oldjuk meg a p+ ¢" = 2019 egyenletet, ahol p, q pozitiv prim, n pozitiv egész szam. Haszndljuk a figgvénytdb-
ldzatot. (6 pont)

¢) Nagy dir éppen most kisérte végig vendégeit a birtokdn, amelynek sordn minden ajton pontosan egyszer mentek dt.
A bemutatd végén a nappaliban pezsgdvel koccintottak a taldlkozdsra. Melyik helyiség a nappali? A helyiségek betijelének
felsoroldsdval adjunk meg eqy lehetséges bejdrdsi sorrendet. (4 pont)

Nagy ur hdzdnak alaprajza

Megoldas. a) I. megoldds. n®+8n = n(n2 +8), az n 3-mal osztva 0-t, vagy +1-et ad maradékul. Ha n = 3k, akkor
a szorzat elsé tényezdje oszthatd 3-mal, igy a szorzat is. Ha n = 3k + 1, akkor

n? = 3k +1)* = 9k + 6k + 1;
n? 4+ 8 = 9k% + 6k + 9 = 3(3k* £ 2k + 3),

ebben az esetben a masodik tényez6 oszthatd 3-mal. Ezzel bizonyitottuk az allitast.
II. megoldas.
n*+8n=m>-n)+9In=nn*-1)+9n=nn-1)(n+1)+9n.

Az atalakitas utan a kéttagu kifejezés mésodik tagja nyilvan oszthato 3-mal, az elsé tagban pedig harom szomszédos
egész szadm szerepel, ezek egyike biztosan oszthatd 3-mal, igy a szorzat is. Mivel két 3-mal oszthaté szam Gsszege is
oszthato 3-mal, az allitas igaz.

(Megjegyzés. 1tt felismerhetjiik a ,kis Fermat-tétel” p = 3-ra vonatkozo esetét: p | n® — n, ahol p primszam, n egész szam.)

III. megoldds: teljes indukcioval. n = O-ra igaz, tegyiik fel, hogy n-re igaz, bizonyitjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:

(n+1)°+8mn+1)=n>+3n>+3n+1+8n+8=
= (n® +8n) + 3(n* +n+3).

Az els6 tag az indukcios feltétel miatt oszthaté 3-mal, a masodik is oszthaté 3-mal, igy az Osszeg is.

b) Az egyik primnek 2-nek kell lennie, kiilénben a bal oldal paros volna, nem lehetne az Gsszeg 2019. Legyen p = 2,
ekkor ¢" = 2017. Mivel 2017 prim, igy a ¢ = 2017, n = 1 megoldast kaptuk. Legyen most ¢ = 2, ekkor p = 2019 — 2".
Az n értéke legfeljebb 10 lehet, nagyobb n-re p negativ lenne. Az attekinthet&ség kedvéért készitsiik el az alabbi
tablazatot:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2n 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
p | 2017 | 2015 | 2011 | 2003 | 1987 | 1955 | 1891 | 1763 1507 995
prim | 5-403 | prim | prim | prim | 5-391 | 31-61 | 41-43 | 11137 |5-199

Megjegyzés. A fiiggvénytablazat 4000-ig felsorolja a primeket, célszerd hasznalni, de ha nem, akkor a 2015, 1955, 995 nyilvan
nem prim, a tobbiek sem oszthatok 2, 3, 5-tel, elég az osztasokat 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43-mal elvégezni (\/ 2019 =~
44793), ami ,rabszolgamunka”; de viszonylag gyorsan elvégezhetd.

A megoldasok tehéat: P q n
2 2017 | 1

2017 2 1

2011 2 3

2003 2 4

1987 2 5

¢) Abrazoljuk egy 10 pontu graffal az egyes helyiségek ajtoval valo Osszekottetéseit (a kert is helyiség) ugy, hogy
a pontokat (helyiségek) ott koti 6ssze él, ahol ajto van kozottiik. A grafban K és B foka 3, D-é 4, a t6bbié 2.



Olyan utvonalat keresiink, amely minden élet pontosan egyszer érint, ez csak olyan lehet, amelyik K-bol indul és
B-ben végzédik, vagy forditva, mert a tobbi pont paros foka miatt a végeén (vagy elején) nem tartozkodhatnank ott,
hiszen az egyik élen érkeztiink, a masikon tavoztunk (a D-nél ezt kétszer).

A nappali tehat a B helyiség. Egy lehetséges utvonal: KCBADKGHIFDEB (nyitott Euler-vonal).

8. Egy kozmetikai cég sajdt termékét harom vdltozatban forgalmazza a hatéanyag toménységétdl, a kiszerelés mennyi-
ségétol és a csomagoldstol fiiggden.
Az A jeli termék 150 g-os, 10% toménységi; a B jeld 100 g-os, 20% toménységi; a C jeli 50 g-os, 30% téménységi.
A hatéanyag €és az oldoszer a termék drdban a mennyiségével egyenes ardnyban jelenik meg; az A és B jeli termék
csomagoldsa kétszer annyiba keril, mint a C jeld terméké. Az izletben az A 2275 Ft-ba, a B 2500 Ft-ba, a C' pedig
1725 Ft-ba keril dobozonként.

a) Mennyi a hatdanyag és az olddszer grammonkénti dra? (7 pont)

Anna egyik nap észrevette, hogy az tzlet eqyik polcan az A, B, C jeld termékekbél annyi van, hogy szimuk egy
névekvé mértani sorozat hirom szomszédos elemével eqyenld. A szamok dtlaga 14, szordsa 2v/14 .

b) Hdny termék volt a polcon az egyes fajtdkbol? (9 pont)

Megoldas. a) A hatoanyag ara: z Ft/g; az oldoszeré y Ft/g; a C jeld termék dobozénak ara z.

Az A jelid termékben 15 g hatoanyag és 135 g oldoszer van, igy az ara: 15z 4+ 135y + 2z = 2275 (Ft).

A B jeliben 20 g hatéanyag és 80 g oldészer van, ara: 20z + 80y + 2z =
= 2500 (F't).

A C jeliben 15 g Thatoanyag és 35 g oldészer van, ara: 15x + 35y + =z =
= 1725 (Ft).

A harmadik egyenletet szorozzuk meg (—2)-vel, majd adjuk hozza a mésik kett6hoz. Az els6bol: —15x + 65y =
—1175 /- 2; =30z + 130y = —2350. A méasodikbol: —10x + 10y = —950 / - (=3); 30z — 30y = 2850. Osszeadva
100y = 500. Ebbdl y = 5, ezt beirva —10x + 50 = —950-be, z-re 100 adodik. A hatéanyag ara 100 Ft, az oldoszeré
5 Ft grammonként. (A C termék csomagolasa 50, az A és B terméké pedig 100-100 Ft-ba keriilt.)

Ellenérzéssel gy6zddhetiink meg az eredmények helyességérdl.

b) Jelolje a termeékek szamat 2, a, aq, ahol 0 < a,1<q,a €N, qgeQ.
q

¢+ a+agq 1 1 42
4 =14 a(q+—>=42—a; g+ -=—-1;
3 q q a
1V 1764 84 ) 1 1764 84
q a a q a a

, , 1 1764 84
innen ¢+ 5 =— - — -1
q a a
2 2 2
14-2)"4+(14—-a)"+ (14 — aq
V( RICER ST
2
<14 - 3) L (14— a)® + (14— aq)? = 168;
28a a2 !
196 — —= + - 4196 — 284 + a® + 196 — 28aq + a’¢> = 168;

1 1
a? <q2+—2 —28a<q+—) +a? — 28a + 420 = 0;

1764 84 42
a2< > ———1)—28a<——1>+a2—28a+420—0,
a a a

1764 — 84a — a? — 1176 + 28a + a® — 28a + 420 = 0;

ebbsl 1008 = 84a, vagyis a = 12 adodik.

1 42 1 5
- =2 . —==; 2¢°-5¢+2=0;
Q+q 12 5 Q+q 9 q q+ 5
54425 -16 543 1
G2 = 1 = = q = 2, 2= 5



mivel 1 < g, ezért ¢ = 2.
A polcon az A jeliibdl 6, a B jelibdl 12, a C' jeliib6l 24 doboz volt.

9. A 2 egység éli ABCDEFGH csucsi kocka ABCD alaplapjinak kézéppontja P; DCGH oldallapjanak kézép-
pontja Q; AEHD eldlapjinak kizéppontja R; a BF €l felezdpontja S. (A-t E-vel, B-t F-fel, C-t G-vel, D-t H-val kéti
dssze él.)

a) Mekkora az A, P, Q, R, S csicsi poliéder térfogata? (8 pont)

b) Mekkora a poliéderbe irt gomb sugara? (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A kocka AHC cstcsai egy 2v/2 oldalu szabalyos haromszoget alkotnak, amelynek
oldalfelezs pontjai a P, @), R pontok (1. dbra). Az A, P, Q, R pontok tehat egy sikban vannak, a PQR haromszog és
az APR haromszog egy-egy V2 oldalu szabélyos haromszog, ezek egyiitt adjak az APQR rombuszt; igy APQRS egy
rombusz alapu gula (2. dbra).

Az SQ, SA, SR szakaszok hossza /5, mert mindegyikiik egy-egy 1 és 2 egység befogoju derékszogt haromszdg
atfogoja. Az SP pedig V3 egység hosszil, mert egy egységkocka testatloja.

2. dbra

Az RPS haromszog derékszogl, mert (\/5)2 + (\/3)2 = (\/5)2 Ugyanezért derékszogi az APS és a QPS
haromszog is. (Idaig eljuthatunk méasként is, 1asd az I./a) részmegoldast.)

Az SP mer6leges az APQR sikra, mert meréleges a sik két egymaéast metsz8 egyenesére (a sikra merdleges egyenes
tétele), igy ez lesz a gila magasséaga.

Egy V2 oldalt szabélyos haromszog teriilete:

_(V2)VE VB
= =
a poliéder térfogata tehat:
203 24V3
V= T\/_ = 23\/_ =1 (térfogategység).

L /a) részmegoldds. Helyezziik el a kockat egy x, y, z egységvektorok altal meghatarozott derékszogi koordinata-
rendszerben, itt AP =x+y, m:y—i—z, AQ =x+ 2y + z,

]@:@—ﬁ:x+2y+z—(x+y):y+Z:/@ =

az APQR négyszog paralelogramma, mert két szemkozti oldala parhuzamos és egyenlé hosszi. Egy vektor hossza
koordinatai négyzetosszegének négyzetgyokével egyenls, igy

[AP| = |AR| = |PR| = |PQ| = |RG| = V12 + 12 = V/3;
PS=x—y+z [PS|= 1+ (1) +12= V5
48| = |RS| = Q8| = V12 + 22 = V5.

a) II. megoldds. Megkaphatjuk a poliéder térfogatat agy is, hogy a kockabol levagjuk a megfelels darabokat az dbra
szerint.



Az egyes darabok térfogatat a melléjiik vastagon irt szamok mutatjak, ezek kiszdmitasa trividlis. A maradék test

térfogata a poliéder térfogatanak §—szerese, mert alapjuk kozott is ez a viszony all fenn.

Felirhatjuk, hogy 4 + % + % + ; + g + ;V = 8. Ebbdl V =1 adodik.
b) Be kell latni, hogy létezik beirt gomb.
Az nyilvanvald, hogy a poliéder szimmetrikus az RPS sikra, ha van érinté gémb, akkor kézéppontjanak ebben
a sikban kell lennie. Vegyiik az A pontbodl induldo AP, AS, AR félegyenesek altal meghatarozott triédert. Sikjainak
szogfelezs sikjai egy A-bol indulo, a triéder belsejében halado félegyenest hataroznak meg, mert sikok metszésvonala
egyenes, masrészt az egyenlGség tranzitiv, tehat, ha az O pont egyenls tavol van az ASP és ASR sikoktol, akkor
az APR siktol is ugyanakkora tavolsagra van.
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Ez a félegyenes dofi az RPS sikot, ez az O pont lesz tehat a beirt gomb kézéppontja. (Szemléletesen ,indokolhato”
a beirt gomb léte Ugy is, hogy egy ,szogletes tolcsérbe” beleejthetiink egy pingpong labdét, amit aztan megfelel
meérettre ,fajunk” fel.)

A beirt r sugart gémb kézéppontjat (O) kossiik Gssze a poliéder csucsaival, igy azt az oldallapok alapt, O cstcst
gulakra daraboltuk fel.

Az ARS héaromszog olyan egyenls szart haromszog, amelynek AR alapja v/2 hossza, szarai v/5 hossziak, igy
az alapjahoz tartoz6 m magassagra felirhatjuk:

(§>2+m2:(\/5)2, ahomnan m =

3
Az APQR alapu, O csucsu gula térfogata Vi = %; az APS alapu, O csucsu gula térfogata




(ekkora a PQS alapu gulaé is); az ARS alapu, O csucsu gula térfogata
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(egyenl6 az RQS alapu gulaéval).
Mivel Vi + 2Vo 4 2V3 =V

?r+2?r+2%r:l; r(?—l—?—l—l) =1.
Ebbél
r= 3 (két 1épésben gyoktelenitve a nevezst) =
V3+V6+3
_ W3- 3;/§+ V6 .42,
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(Megjegyzés. Minden olyan poliéderre, amelynek van minden lapjat érinté beirt gombje igaz, hogy ?r =V)



