Bevezets

2015 méjusaban, egy kellemesen napsiitotte hétvégén meglitogattam a Cambridge-i Egyetem hires matematikai
intézetét. Az épiiletkomplexum leginkdbb egy marsbéli trbazist idézett fel bennem, aminek élesen ellentmondani
latszott egy csillogd gorbét rajzold csiga és egy keritésoszlopon érdeklédve szemlél6dé mokus. Amint koriilsétaltam
az épiileteket, az egyik siillyesztett szint iivegajtajan keresztiil két szines plakit ragadta meg a figyelmem.

Oriasok és negativ szamozasu kocka. A bal oldali plakat kérdéseit kigytjtottem alabb:

e Melyik nagyobb: 9'° vagy 10°?
e Szamologéppel eldonthetd-e, melyik nagyobb: 991%° vagy 100997

e Dontsiik el, hogy 999'°° vagy 10009 a nagyobb.

Amint hazaértem smallfieldi szobamba, a kivincsisag nem hagyott, elkezdtem tesztelni a Winl0 szamologépét.
A kalkulator az 1. dbrdn lathato valaszokat adta. Az els§ kérdésben szereplé mennyiségeket — egész aritmetikit hasz-
nalva — gond nélkiil kiértékelte. A masodik és harmadik kérdésben szereplé hatvanyok kiszamitasdhoz normalalakot
hasznalt és amikor a 10000°%%? hatvanyt kérdeztem, tilcsordulasi hibaval leallt. Végiil is mindharom kérdésre valaszt
talaltam — 91 > 107, 9919 > 100% &s 9991990 > 10009 -, ugyhogy hatradslhettem volna elégedetten székemben.
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1. dbra. Szamologépem valaszai

Nem ez tortént. Felrémlett egy klasszikus figyelmeztets példa a szamelméletbsl. Az x? 4+ = + 41 polinom x =
0,1,2,...,39 esetén primszamot eredményez, azonban 402 + 40 + 41 = 40 - 41 +41 = 412, ami nem prim. Széval attol,
hogy tudok valamit az N = 1,2, 3 esetekre, nem lehetek biztos benne, hogy a felismert torvény megmarad nagyobb
hatvanykitevkre is. Ahhoz, hogy ezzel a kérdéssel érdemben tudjunk foglalkozni, meg kell alkotnunk a probléma alta-
lanos matematikai formalizmusét és az eddigi tapasztalatainknak megfelels sejtést kell bebizonyitanunk. Az altalanos

probléma formalisan a kovetkezs:

N N_
Legyen N pozitiv egész és Ay = (107 — 1)10 , valamint By = (ION)lo ' Melyik nagyobb az Ay és By szamok

koziil? Volt eredetileg harom kérdésiink, most pedig végtelen sok lett hirtelen. A matematikai bizonyitds ereje éppen
ebben rejlik: egyetlen bizonyitas keretében képes megvalaszolni — ebben az esetben — megszamlalhatdéan végtelen sok
kérdést. Mivel ismerjiik a valaszt az N = 1,2, 3 specidlis esetekben, indokoltnak tiinik azt sejteni, hogy Ay altalaban
is nagyobb, mint By, tovabba vegyiik észre, hogy A; > 3By, Ay > 3083 és Az > 300B5. Most, hogy megalkottuk
a pontos matematikai modellt a problémahoz, az maradt héatra, hogy bizonyitast talaljunk sejtésiinkre, ami a munka
nagyobb, nehezebb és érdekesebb része. A fent megfogalmazott kérdés inspirdlt egy nagyobb lélegzetvételdi munkat,
mely teljes egészében a BCME9 2018 (British Congress of Mathematics Education, Warwick University, 3-6 April
2018, https://www.bcme.org.uk/) konferencian hangzott el. Ezen el6adasom anyagabol valasztottam két fejezetet,
amik ezen iras gerincét alkotjak.

A szamjegyek szama

Ossze szeretnénk hasonlitani két természetes szamot nagysagrendileg. Az egyik legegyszertibb mod az, ha 6sszeha-
sonlitjuk a szamjegyeik szamat valamilyen el6re lerdgzitett szdmrendszerben. Jelen esetben decimalis rendszert fogunk
hasznalni és a tomorebb leirds érdekében bevezetjiik a szamjegyek szamét megadoé fiiggvényt (jelolése #). A formalis
definici6 az alabbi: #: N'— N, #(n) = n szamjegyeinek szama. Példaul #(0) = 1, #(9) = 1 és #(2019) = 4. Egyszertien
ellendrizhets a kovetkezs alternativ formak érvényessége:

#(n) =max{k >0: 10" <n}+1=max{k>0:k <lg(n)} +1=[lg(n)| + 1.

Itt és a tovabbiakban lg(.) a 10-es alapt logaritmust jeldli, {xJ pedig az x val6s szdm alsé egészrésze, azaz az x-nél
nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb. Példaul

#(9'%) = |1g(9"°)| + 1 = [101g(9)| + 1 =[10-0,954242...] +1=94+1=10

és nyilvanvaléan #(109) = 10. Azt kaptuk, hogy a két szadm ugyanolyan hosszt, mindketts tiz szamjeggyel irhato fel
a decimalis rendszerben és mivel a legkisebb ilyen tulajdonsagn szam a 10°, kovetkezeésképp 91 > 10°. Ugyanakkor 919


https://www.bcme.org.uk/

utolsé jegye nem 0, emiatt 910 > 10°. Az N = 1 eset fenti elemzése mar mutat valamit ezen megkozelités stilusabol.
Az alabbi 6sszefoglald tablazatban rogzitettilk az N = 1,2, 3 esetekre a szamjegyek szamat:

N [1]2] 3
#(Ax)[10[200[3000
#(By)|10]199]2998

A tablazatbeli értékek alapjan az alabbi tételt tudjuk megfogalmazni:

N N_
1. tétel. Legyen N > 1 egész szam, Axy = (1ON— 1)10 és By = (10N)10 ', Ekkor minden N > 1-re a kévetkezd
egyenldség dll fenn:
#(An) — #(By) =N — 1.

Bizonyitas.
Kezdjiik az egyszertibbel, By szamjegyei szamanak a meghatarozasaval.

#(By) = #[(10M)°" 1] = #[10¥00Y D) = N(10¥ — 1) +1 = N10V — (N — 1)

Ezek alapjan elég azt bizonyitani, hogy #(Ay) = N10%V. Ezt két 1épésben tessziik. Az a) részben megmutatjuk, hogy
#(Ax) < N10", ami az egyszeriibb, aztan a b) részben a #(Ayx) > N10V egyenl6tlenséget, ami kissé technikésabb.
a) Induljunk ki a nyilvanval6 lg (10N —1) < N egyenl6tlenségbél, amit 10" -nel szorozva 10"V 1g (10N —1) < N10%,

N
azonban 10V lg (1ON— 1) =lg [(10N—1)10 } =lg(An), igy Ug(AN)J < N10" -1, ahonnan #(Ay) = ng(AN)J +1<
N10M.
b) Elegendd megmutatni, hogy

(1) 10M1g (10N — 1) > N10N — 1.

El6szor belatjuk, hogy (1) ekvivalens a kovetkezGvel:

1+ ! o <1 !
10V —1 10N

1 1
lg (10N —1) =1g [10N (1—m—N>} —N+lg<1—10—N>—t

(1)-be és egyszeriisitsiink a mindkeét oldalon felleps N10Y taggal. Igy:

(2) lg

Ehhez helyettesitsiink

1 1 1 1
10Mg (1 - — -1 —lgll—-— | =lg(l+—— —
g( 10N) s g( 10N) g( +10N—1> < 108
amit (1ON — 1)—gye1 szorozva kapjuk (2)-t. Az e szam targyalasakor mindenki talalkozik a kovetkezs, ismertnek felté-
1
telezett egyenldtlenséggel: (1 + E)k < 3 minden k > 1 esetén. Alkalmazzuk most ezt k = 10" — 1-re, ahonnan

1 10V -1 1 1
1 1+ ——— | ~0477M1 < =<1 — —= N >1
g < +10N_1> ]< g(3) = 04771 < = < (v ),

2 10N -

igy (1) fennall és kovetkezésképp
#(An) = [10V1g (10Y = 1) +1 > N10%,

amit bizonyitani szerettiink volna. O

A fenti tétel birtokaban és emlékezve az N = 1 specidlis esetre kapott eredményre, valaszunk a végtelen sok esetre
roviden: Ay > By VN > 1.

A hiperkocka



Miel6tt ratérnénk a fejezetcimben szereplé geometriai modell elemzésére, vegyiik észre, hogy az eredeti kérdés
értelmes hatvanyok egy sokkal bévebb halmazara: nevezetesen minden természetes szamra megkérdezhetjiik, hogy
vajon n" !, vagy pedig (n 4+ 1)" a nagyobb. Az el6z6 fejezetben n = 10" — 1 alaka szamokra valaszoltuk meg a kérdést.
Az alabbi tablazatbol a kovetkezot tudjuk kiolvasni: n = 1,2 esetén n" ! < (n+1)", az n = 3,4,5,6 értékekre pedig
n"t > (n41)".

n |1[2[3] 4 5 6
n™ 1 |1]8]81[1024]/15625/279936
(n +1)"[2]9]64] 625 | 7776 [117649

A tovabbiakban azt fogjuk bizonyitani, hogy n™™' > (n+1)" Vn > 3, felépitve egy érdekes geometriai kapcsolatot
az egyenlGtlenségben szerepls hatvanyok és az (n + 1) élhosszisaga n dimenzios hiperkocka egy specialis particidja
kozott. ElGszor elvégezziik a bizonyitast n = 3 dimenziora, majd az itt szerzett tapasztalatokat atiiltetjiik R"-be.
Azt szeretnénk belatni, hogy 3* > 43. Egy pillanatra tekintsiink el attol, hogy nyilvanvaléan mindenki tudja, hogy
3% = 81 > 64 = 43. Tekintsiink az egyenl6tlenségre a kovetkezé modon: 3 - 3% > 43 és interpretaljuk a 4% mennyiséget
mint a (0,0,0) és (4,4,4) € R? atellenes csticspontok altal kifeszitett 4 egység élhosszisagu kocka térfogatat.

Ebben az értelmezésben az egyenlétlenség azt mondja, hogy ez a kocka dsszerakhatd 3 db 3 x 3 x 3 -as kockat alkoto,
Osszesen 3 x 27 egységkockabol ugy, hogy legalabb egy kouziiliik felesleges (szigoru egyenl6tlenség). A tovabbiakban
minden el6forduld kockat és téglatestet ugy tekintiink, hogy egységkockikbol 6sszeragasztéassal keletkezik. Szét tudjuk
Gket szedni és méas formaban jra Gsszerakni.

2. dbra. Kocka reprezentacié 3D

A 2. dbrdn (mely a boritén szinesben lathato) vilagosan lehet kovetni, ahogyan a kiindulasi 4 x 4 x 4-es kocka
felepithet6 egy 3 x 3 x 3-as (kék) kockabdl; 3 db 3 x 3 x l-es (piros) téglatest ad egy masik 3 x 3 x 3-as kockat; és
végiil maradt 3db 3 x 1 x 1-es (z0ld) tégla valamint egy 1 x 1 x 1-es (lila) sarok kocka, amik egyiittesen (10) kevesebb
egységkockat tartalmaznak, mint a harmadik 3 x 3 x 3-as kocka (27). Ez a konstrukci6 valéban azt mutatja, hogy
3% = 3.3% > 43, Konnyen kovethetd, hogy mi torténik, amint az alkotorészeket Osszerakjuk. ElGszor felhasznalunk
27 egységkockat (kék), majd 3 -9 = 27 egységkockat (piros) és még sziikségiink van 3 -3 = 9 (z6ld) plusz 1 (lila)
egységkockara. 27 +3 -9+ 3 -3 + 1 = 64. Vegyiik észre azt is, hogy a beépitett alkotorészek szama 1,3,3,1. Ez
koénnyen esziinkbe juttathatja a Pascal-hdromszog harmadik sorat és a binomialis tételt. Ahhoz, hogy a fenti modszert
altalanositani tudjuk, néhany elGkésziiletre lesz sziikségiink. Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

e ' az i-edik koordinatatengely R"-ben.

. nZ =10,n)" és 1" = [n,n + 1]i, ahol az i index arra utal, hogy a szoébanforgé intervallumok az i-edik tengelyen,
z'-n vannak.

e a(w) = aw szimbolum el6fordulasainak szama egy kifejezésben; példaul ha e = w X n x w, akkor a(w) = 2 és
a(n) = 1. Az a(.) fliggvény hasznalatakor részletezni fogjuk, hogy pontosan mit is szdmol az adott helyzetben.

e Legyen A C R" egy mérhets részhalmaz, Vol(A) az A térfogata.

o X A; az A; részhalmazok Descartes-szorzata.
j=1

e 3” ® 1% = 47 jelentése: 3* = [0,3)"-hez ragasztjuk az 1% = [3,4]" egységintervallumot, ami igy a [0,4]"-t
eredményezi; 3D-ben a szokasos x, y, z tengelyreferenciat fogjuk hasznélni. Nyilvanvaléan érvényesek az A® B =
BeAés Ax (BpC)=(Ax B)® (A x C) azonossagok (3. dbra)



x 3. abra. Intervallumok 3D-ben

Az eddig leirtakat a fenti fogalmakkal és miveletekkel lehet elegdns matematikai forméba Onteni. A 3. &bran
szerepld intervallumok Descartes-szorzataival el tudjuk &llitani a 2. dbran lathat6 alkotorészeket. Kezdjlink megint
a 3D esettel. Jelolje Cs3 a [0,4] x [0,4] x [0, 4] kockat. Ekkor

Cs=x_,3@1)=3"21")xB®1Y)x (30 1*) =
kék

—N—
=3*%x3¥x3*)a®

piros piros piros
BB x3¥x1)PB*x 1Y x3)p(1* x3Y x3*) @
zold zold zold

DB x1Yx1*)@(1*x3¥ x1")d (1" x 1Y x 3*) @

lila
—N—
@ (1" x 1Y x 17).

Legyen most n > 3 tetszoleges és C,, jelolje az n dimenzios hiperkockat, melyet a (0,0, ...,0) és (n+1,n+1,...,n+1)
pontok feszitenek ki. Ekkor ezen kocka térfogatéara:

(n+1)" = Vol(C,,) = Vol [ X (n' @ 11)] = Vol [@ue{n,l} (u* x u? x -+ x u")} =
i=1

= Vol [EB’,;_O @ue{n,1}(u1 X U2 X - % u")} = Z\/Ol [@ue{n,l} (u! x u? % - x un)]
a(l)=k k=0 a(l)=k

A fenti és a tovabbi formulédkban az Osszeragasztéasi miveletre bevezetett @ alatti a(l) = k az u formalis valtozo
helyettesitésekor el6fordulé 1-esek szamat adja, ami itt éppen k. Ahhoz, hogy hasznalhato fels§ becslést tudjunk adni,
vegylik észre a kovetkezdket:

a)Ha k=0,1,...,n—2, akkor

Vol |:EBu€{n11} (ul XU x - - x u")] = Z n"k < Z n—k —
a(l)=k 1<iy <-<ip<n 1<y <--<ip<n
=nk xpnk =pn
b) A k=n—1és k= n indexekre
( " )-nl—i— (n) n’=n2+1<n" ha n > 3,
n—1 n
kovetkezésképpen az aldbbi becslést kapjuk:
n+1)"<(n—1)-n"+n"=n-n" =n"""

szerepld alkotérészek darabszamai 1, 3, 3, 1, a Pascal-haromszog 3. sora. Hol szerepelnek a binomidlis egyiitthatok az
n-dimenzi6s esetben? Tudunk valamit mondani az n™ ' /(n 4 1)" hanyadosrol? Ezekre a kérdésekre keresiink valaszt

a hatralévs részben. Mivel (Z) -féleképpen tudunk % indexet kivalasztani az {1,2,...,n} halmazbol, igy egyrészt

1<ip <---<ip<n



ami azt mutatja, hogy a fenti bizonyitas ekvivalens az (n + 1)" binomiélis tétel szerinti kifejtésével. Masrészrol a ko-
vetkezd felsé becslés adhato:

<n>nn—k: n(n_l)(n_k+1)nn—k< 1 k, n—k 1 n

—nn = —n .

k! =% !

Innen azt kapjuk, hogy

| —

(n+1)" = Z (Z)n"k < (Z |)n" <en™ < 3n",
k=0 k=0

=

ahonnan végiil az alabbi becslés nyerhetd:

n_n_mn nrtl
3 e sy (n+1D)"
hol — 1 dik srlotisspont -
aho Sn, a Z Al sor n-edl részletosszeget Jeloli.
k=0

Visszatérve egy pillanatra az eredeti kérdéshez, a fenti becslés alapjan azn = 10—1 =9, 10 —1 = 99, 103 —1 = 999
értekekre 910, 99100, 9991000 rendre legalabb 3,33, 333-szor nagyobb, mint 107,
100%°, 10009%°. A pontos hanyadosok 4 tizedesjegyre kerekitve 3,4867, 36,6032, 367,6954. Az e szamot hasznalo

becslésre a faktorok: 3,3109, 36,4201, 367,5116. Ez a becslés igen pontos abban az értelemben, hogy L%J = L%J
(a+b, a+bd)
ab b?
a’ ab

(0,0)

4. abra. Az n = 2 dimenzios hiperkocka particidja

A hiperkocka modell egy maésik elénye, hogy a fenti gondolatmenet mentén a (0,0,...,0), (a +b,a+b,...,a+
b) szemkozti csucsokkal rendelkez6 hiperkockat particionalva a binomidlis tétel geometriai bizonyitasa nyerhets és
az azonos tipusu alkotorészek szama éppen a Pascal-haromszog egy soraban talalhaté binomialis egyiitthatokkal egyezik
meg.
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