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1. Buborékok képzédése és mozgasa pezsgbben

Szilveszteri koccintaskor megfigyelhetjiik, hogy a pezsgében buborékfonalak alakulnak ki, azaz a buborékok a pohar
aljanak vagy oldalfalanak bizonyos pontjair6l indulva libasorban emelkednek a felszin felé. A buborékok képzdésé-
nek oka, hogy a pezsgd elGallitasakor az italt nagy (2-5 atmoszféra) nyomas alatt szén-dioxiddal telitik, ami légkori
nyoméson tultelitett oldatot eredményez, igy a CO2 gaz forméjaban fokozatosan kivalik a folyadékbol. Ez a kivélas
a pohér belss falanak mikroszkopikus egyenetlenségeinél, szennyezddéseinél torténik meg legnagyobb valoszintiséggel,
ezek az in. nukleaciés magvak. Ha egy buborékkezdemény mar kialakult, akkor a gaz-folyadék hatarfeliileten tovabb
folytatodik a COq kivalasa egészen addig, amig a buborék olyan nagyra hizik, hogy nagy része levalik a magrol. Ekkor
csak egy apr6 buborékkezdeményt hagy maga utan, amely szintén ndvekedésnek indul.

Ebben a feladatban a buborékok levaldsanak és emelked§ mozgasanak leirdsaval foglalkozunk egy olyan egysze-
rid modell segitségével, amely bizonyos feltételek mellett a részletes szamolasok és kisérletek szerint is jol kozeliti
a valdsagot.

1.A. Buborékok képzddése és levalasa

Tegyiik fel, hogy a pohar aljan 1év§ egyik nukleacios mag egy kicsiny, b sugari, kor alakt bemélyedés, amelyen lassan
egy buborék fejlédik (1. dbra). Egy adott pillanatban a buborék térfogata V, magassaga h, gorbiileti sugara a legfelsd
pontjaban rg, illeszkedési szoge a pohar aljahoz képest 6. A folyadék nyomésa kozvetleniil a buborék tetejénél p.

A buborékra a folyadék hidrosztatikai nyomdasatol szarmazé Fiy er6, a bezért COq-gdz nyomésabol szarmazod Fo
erd, illetve a bemeélyedésnél hato, feliileti fesziiltséghd6l szarmazd F3 ers hat.
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1. dbra

1.A.1. Fejezziik ki az Fy erdt a folyadék (pezsgd) o stirisége, a g nehézségi gyorsulds, valamint az 1. dbrdn feltin-
tetett mennyiségek segitségével!

1.A.2. Fejezziik ki az Fs erdt a folyadék o felileti fesziltsége és az 1. dbran ldthatd mennyiségek segitségével!

1.A.3. Adjuk meg az F3 erdét a o felileti fesziiltség és az 1. dbrdn ldthatd paraméterek segitségével!

1.A.4. Az el6z6 alkérdésekre kapott eredmények felhaszndldsdval irjuk fel a buborék egyensulydt kifejezd egyenletet!

A buborék alakjat a hidrosztatikai nyomasbol és a feliileti fesziiltségbdl szarmazo erék egyiittesen hatarozzak meg.
Ha a buborék mérete sokkal kisebb egy bizonyos x hosszisagnal, akkor a buborék nagy része (egy vékony ,nyaktol”
eltekintve) jo kozelitéssel gomb alakt marad még a nukledcios magrol valo leszakadaskor is, ahogy az a 2. dbra els6
négy rajzan lathato.
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2. dbra
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1.A.5. Adjunk becslést k értékére a pezsgd o sirisége, a g nehézségi gyorsulds és a o fesziltség segitségével! (Fel-

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a buborék mérete sokkal kisebb, mint ! Ekkor a buborék alakja a levalas pil-
lanataban egy Ry sugart gémbbel és a hozzé csatlakozo b sugard, henger alakd, vékony (b < Rp), rovid nyakkal
modellezhetd (lasd a 2. dbra utolsé rajzat).

1.A.6. Fejezziik ki a bemélyedés (és a buborék nyakdnak) b sugardt az éppen levdld buborék Ry sugara, valamint o,
g és o segitségével! Haszndljuk fel, hogy (1 +¢)" ~ 1+ ne, ha |e| < 1.

1.A.7. Szamitsuk ki az éppen levdlo buborék Ry sugardt, ha o = 10° kg/m>, g = 9.8 m/s2, o = 50 mN/m és
b=0,5 pm.

1.B. Buborékok felszallo6 mozgasanak leirasa
A buborék belsejében 1év6 szén-dioxid mennyisége a nukledciés magrol torténd levalas utan tovabb ndvekszik.
Ennek iiteme j6 kozelitéssel aranyos a buborék falanak A felszinével:

AN
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ahol v egy allando, AN pedig a kicsiny At id6 alatt a folyadékbol kivalo COz-molekuldk szama.

A feladat kovetkezs részében tételezziik fel, hogy a pezsgd (és a benne 1évé buborék) hémeérséklete mindvégig
az idealis T = 15 °C, a buborék jo kozelitéssel gomb alakt marad, a légkori nyoméas értéke pedig po = 10° Pa.

1.B.1. Adjuk meg a buborék R(t) sugardt a levdlds utdn t idd elteltével Ry, vy, T, po és univerzdlis dllandd(k)
felhaszndldsdval!

A felfelé mozgo buborékra a hidrosztatikai felhajtoers és a v sebességgel aranyos nagysagu un. Stokes-féle kozegel-
lenéallasi er6 hat: Fsyokes = 6mRnv, ahol R a buborék pillanatnyi sugara, n pedig a folyadék belsé sturlédasat jellemzé
un. viszkozitas.

1.B.2. Adjuk meg a buborék v(t) sebességét a levdlds utdn t idd elteltével Ry, v, T, po, 0, g, N €s univerzdlis
dllando (k) felhaszndldsdval!

A poharban H = 10 ¢cm magasan &ll a pezsgS. A pohér aljarél indulé buborék tg = 1,2 s alatt éri el a felszint.
A pezsg6 viszkozitasa n = 1,6 - 1072 Pa-s. Ha az 1.A.7. alkérdésben nem sikeriilt meghatarozni a levalé buborék R
sugarat, akkor azt vegyiik Ry = 0,16 mm-nek!

1.B.3. Mekkora a buborék R(to) sugara, amikor eléri a felszint? Adjuk meg a sugdr szdamszerd értékét is!

Matematikai segitség: Sziikséglink lehet a kovetkezd integralra:

(a+ bx)"

W + konstans.

/(a—|— br)" do =

2. Pontt6ltés mozgasa oszcillalé elektromos térben

Egy gombkondenzator két koncentrikus, R és 2R sugari, igen jol vezetd fémgombhéjbdsl all; a gdmbok kozotti térben
vakuum van. A kondenzator fegyverzetei kozé egy valtdaramau fesziiltségforrast helyeziink, amit egy-egy sugériranyu,
egyenes vezetékkel csatlakoztatunk a gémbokhoz (3. dbra). A gdmbokre kapcesolt fesziiltség U(t) = Uy coswt modon
valtozik az id6 fiiggvényében.

2.1. Hatdrozzuk meg a gombkondenzdtor kapacitdsdt! A vdlaszt R és univerzdlis dllandd(k) segitségével adjuk meg!

3. dbra

Ha a valtakozo fesziiltség korfrekvencidja nem tul magas, a kondenzator fesziiltsége (az igen jol vezet6 gombok
miatt) kévetl” a fesziiltségforrast, a faziskésés lényegében zérus (ez a kvazisztatikus eset). Ha azonban a valtakozo
fesziiltség w korfrekvencidja megkozelit egy bizonyos wy értéket, akkor a rendszer induktiv ellenéllasa szamottevd lesz,
igy a kvéazisztatikus kozelités nem alkalmazhato.

2.2. Adjunk nagysdagrendi becslést wy értékére, ha R = 10 cm. Ismert tovdbbd, hogy a vikuum dielektromos dllanddja
g0 = 8,85 10712 C2/(Nm?), permeabilitisa po = 47 - 1077 Vs/(Am).



A tovabbiakban tegyiik fel, hogy w <« wi! A gombok kozotti térben, a fesziiltségforrassal dtellenes oldalon egy
+@Q toltést, m tomegd kis porszem talédlhato. Feltételezhetjiik, hogy a porszemre hatd nehézségi eré hatasa a feladat
soran végig elhanyagolhat6. Jeloljiik a porszem gombok kézéppontjatol mért tavolsdgat r-rel! Ha a valtakozo fesziiltség
korfrekvenciaja sokkal nagyobb egy bizonyos wy értéknél, akkor a gyongy mozgasa felbonthatd egy lassi, sodrodd
mozgasra és egy akoriil gyorsan oszcillalo, kis A(t) amplitadoju rezgémozgasra: r(t) = ro(t) + A(t) coswt, ahol A(t) <
ro(t), valamint A(t) és ro(t) lassan valtozo fiiggvények. Ez azt jelenti, hogy teljesiilnek az 7o (t), A(t), A(t)w < A(t)w?
relaciok (a mennyiség f6lé tett pont és kettGspont az els6 és masodik id6 szerinti derivaltat jeloli).

2.3. Adjunk nagysdagrendi becslést wa értékére m, Q, R és Uy segitségével! Szamitsuk ki wo becsilt értékét R = 10 cm,
m=10"% kg, Q=1,6-10"12C, Uy =1,0 V esetén!

A kovetkezd feladatokban tegyiik fel, hogy we < w < wy! A porszem gyorsulasa az

(2.1) P(t) = #coswt

egyenlet szerint valtozik az id6 fiiggvényében, ahol o alland6 paraméter.

2.4. Fejezziik ki az o paraméter értékét m, QQ, R és Uy segitségével!

2.5. Az emlitett kizelitések segitségével adjuk meg a gyors oszcillicio A(t) amplitiddjdt o, ro(t) és w felhaszndld-
sdval!

A (2.1) egyenlet egy periodusiddre vett atlagolasaval Gsszefliggést allapithatunk meg a porszem lassa, sodrodo
mozgasat leiro ro(t) fliggvény és annak () gyorsulasa kozott. A lassan valtozo mennyiségek — A(t) és ro(t) — egy
periddus alatt alig valtoznak, igy az id6atlagolas soran allandénak vehetdk.

2.6. Az eddig haszndlt kézelitéseket és a 2.5. alkérdés eredményét felhaszndlva fejezzik ki a lassan sodrédé mozgds
Fo(t) gyorsuldsdt ro(t), a és w segitségével!

2.7. Feltételezve, hogy a t = 0 iddpillanatban a porszem a kisebb fémgomb feliletének kézelébdl indult, hatdarozzuk
meg, mekkora sodroddsi sebességgel ér el a porszem a nagyobb gombhoz! Az eredményt m, Q, R, Uy és w segitségével
adjuk meg!

Matematikai segitség: Sziikségilink lehet a kovetkezd integralra:

xn—i—l
/:1:" dz = ) + konstans.
n

2.8. Adjuk meg a porszem sodrdddsi sebességének szdmszerid értékét akkor, amikor eléri a nagy gombot! Legyen
w=2-10°1/s, R=10cm, m =10"% kg, Q =1,6-10""2 C, Uy = 1,0 V!

3. Szaloptikas giroszkop

A mechanikus giroszkop a porgettyd elvén miikods eszkoz, amelynek lelke egy olyan lendkerék, amelynek szimmet-
riatengelye a haromtengely felfiiggesztésnek koszonhetGen szabadon el tud fordulni. A felporgetett kerék a perdiilet-
megmaradas miatt a felfiiggesztés mozgatasakor is megérzi eredeti forgastengelyét, igy alkalmas irdnyok megtartasara
és szogsebességmeérésre is.

A szaloptikas giroszkop csak a felhasznélasi modjaban hasonlit a mechanikus giroszkopra, hiszen ez is alkalmas egy
forgo koordinata-rendszer szogsebességének meghatarozéasara. Az eszkoz lényegében egy tn. Sagnac-féle interferométer
szaloptikas véltozata, amelyben az interferald fényhullamok faziskiilonbsége fiigg a koordinata-rendszerrel egyiitt forgd
eszkoz szogsebességétdl. Ez a feladat a szaloptikis giroszkop miikodési elvével foglalkozik.

3.A. A Sagnac-féle interferométer

A Sagnac-féle interferométer egyik valtozatat a 4. dbra mutatja. Ez az eszkoz két idealis siktiikorbol és egy nyalab-
osztobol all, amelyek egy L oldala szabalyos haromszog alakjaban vannak elrendezve. A nyalabosztora 60°-os beesési
szogben Iy intenzitasa, A hullamhosszusagi monokromatikus sikhullam esik a fényforrasbol. A nyalaboszto egy dielekt-
romos (szigetels) anyagbol késziilt vékony planparallel lemez, amelynek fels6 lapja féligatereszt6 titkorként viselkedik,
azaz a ra es6 fény intenzitasanak felét visszaveri, masik felét pedig atengedi. A nyaldboszto alsé lapja egy vékony
bevonatnak koszonhetGen nem tiikrozs.

1. tikor
fényforras 60 h :\\c\/\
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nyalaboszto L

detektor 60°

2. tiikor



4. dbra

A nyalaboszton vald dthaladas utan a fény az 6ramutatd jarasaval megegyezs, és azzal ellentétes irdnyban is
végigpattog a tiikkrokon, mig végiil mindkét hullam djra a nyaldbosztéhoz érkezik. Itt a hullamok ismét kettévalnak
fele-fele intenzitasardnyban, igy a hullamok egy része a fényforrasba visszajutva egyesiil, mésik része pedig (egymassal
interferalva) a detektorba jut.

3.A.1. Az interferométer alaphelyzetében mekkora intenzitdst mér a detektor, és mekkora intenzitdsi fény jut vissza
a fényforrdsba?

3.A.2. Az interferométer 1. tikrét kicsiny a szdggel elforgatjuk a 4. dbrdn ldthatd mddon. Viltozik-e, és ha igen,
hogyan vdltozik a detektor dltal mért intenzitds o fligguényében?

3.B. A szaloptikas Sagnac-féle interferométer, mint giroszkop

A 4. abran bemutatott interferométert optikai szalak segitségével is meg lehet valositani (5. dbra). Az optikai
szalak fényvezet6 magjanak torésmutatojarol tételezziik fel, hogy 1-hez kozeli érték. A hasznalt fény hullamhossza A,
a fényforrasbol kiindul6 intenzitas a szalban Iy. Az egyenld intenzitast nyalabosztast két optikai szal kozotti csato-
lassal valositjak meg: ha a két szal fényvezeté magja elég kozel helyezkedik el egyméshoz, az elektromégneses hullam
yatcsatolodhat” az egyik szalbol a mésikba. Ha a csatolashoz egy bejovs hullam érkezik, akkor a két tovabbhaladé hul-
lam egymashoz viszonyitott faziskiilonbsége m/2 lesz. A fényforras fel6l érkezs nyalab két fele az 6ramutaté jarasaval
azonos (—), illetve azzal ellentétes (4) irdnyban halad végig N darab, egyenként A teriiletti hurkon, mig a csatolason
ujra athaladva a detektorba, valamint a fényforrasba jut.

fényforras

detektor

Ha az 5. abran lathato interferométert a kor alakt hurkok kozéppontja koriil 2 szogsebességgel megforgatjuk, akkor
a + és — iranyba halad6 hullamok hullamhossza a Doppler-effektus miatt kicsit megvaltozik. Igy a detektor altal mért
intenzitas € fiiggvénye lesz.

3.B.1. Hatdrozzuk meg a + és — irdanyba terjedd hullamok ¢ faziskiilonbségét, amikor a detektorba érnek! A vdlaszt
A, A, N és Q univerzilis dllandd(k) segitségével adjuk meg!

3.B.2. Adjuk meg a detektor dltal mért intenzitdist a + és — irdnyba terjedd hullimok ¢ faziskildnbsége és Iy se-
gitségével!

3.B.3. Egy tipikus széloptikas giroszképban 200 m hosszi optikai szal van feltekerve egy d = 10 cm &tmérdjd,
fiiggoleges tengelyi csévetestre. Mekkora faziskiilonbséget mérhetiink a két nyalab koézott Budapesten a Fold forgasa
miatt? (Budapest foldrajzi szélessége kb. 47°.)



