A Huygens-féle cikloisinga

Bevezetés

Koztudott, hogy az ¢ hossziisdgi matematikai inga lengésideje nem fiiggetlen a lengés amplitidojatol, és a T =
27r\/£/_g kifejezés tulajdonképpen egy kozelités, ami annél pontosabb, minél kisebb az amplitidé. Természetes moédon
vetGdik fel a kérdés: hogyan lehet olyan ingat késziteni, amelynek az amplitudotol fliggetleniil ez a lengésideje. Erre
a kérdésre adott valaszt Christiaan Huygens (1629-1695) holland matematikus, fizikus, csillagész, és az alabbiakban
az altala konstrualt szerkezetet mutatjuk be. A kérdést két részre bontva targyaljuk. Mivel az egyszeri inga esetében
a lengésid6 amplitudofiiggése onnan ered, hogy az s kitérés és a hozzé tartozd mgsin(s/{) visszatéritG eré csak koze-
lit6leg aranyosak egymassal, el6szor azt vizsgaljuk meg, milyen alakd kényszerpalyan kell egy testnek haladni ahhoz,
hogy a gravitacids eré palya menti komponense aranyos legyen a palya mentén mérhet§ uttal. Ezutan megnézziik,
hogyan érhetd el, hogy a lengé stuly éppen ilyen alakd palyan mozogjon.

A kényszerpalya alakja

A keresett kényszerpalyat meghatarozo Osszefliggeés tehat (1. dbra)
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(1) mgsina(s) = Ds.

Ennek az egyenletnek a megoldasa fels6bb matematikai ismereteket igényel, ezért itt azt az utat valasztjuk, hogy
megadjuk a megoldast, és belatjuk, hogy valéban megfelel a fentieknek. A kényszerpalya egy ciklois. Ha egy kor egy
egyenesen gordiil, minden pontja ciklois palyan mozog. Az 1. abran lathatd koordinédta-rendszerben az r sugara kor
az y = 2r egyenletd egyenesen gordiil, és azt a cikloist valasztjuk, amelyik atmegy az origén. Ennek a paraméteres
egyenlete

r1(p) = r(p +singp),
y1(p) = 7(1 — cos ).

(Ez egy periodikus gorbe, de szamunkra csak a —7 < ¢ < 7 szakasza érdekes.) Belatjuk, hogy erre a gorbére az (1)
egyenlet teljesiil, ha a tavolsagot az iv mentén az orig6tol mérjiik.

Elsének a cikloisiv hosszat szamoljuk ki. Tekintsiik a gorbe egy adott, ¢-vel jellemzett pontjat! A 0-t6l ¢-ig
terjedd szogtartomanyt felosztjuk N részre ugy, hogy ¢o = 0, on = ¢ és ¢, — pn—1 = A, legyen. A felosztas
lehet egyenletes, de ez nem sziikséges. Amint majd latni fogjuk, egyediil az a fontos, hogy minden A, olyan kicsiny
legyen, hogy a sinA,, ~ A,, kozelités alkalmazhato legyen. Ezutan vegyik a ¢,-ekhez tartoz6 (x,,y,) pontokat, és
a gorbeszakaszokat kozelitsiik a szomszédos pontok kozotti hurokkal (2. dbra)!
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Ennek a sokszorosan megtort vonalnak a hossza annél jobban megkozeliti a cikloisiv hosszat, minél finomabb
a felosztas. Ennek megfelelGen
s(ip) ~ Z Sn;s



ahol

Spn = \/(In - Infl)z + (yn - ynfl)2 -

= r\/(An + sin @, — sinn_1)” 4 (cos pn_1 — cos ).

A szogfiiggvények kiilonbségének azonos atalakitisa utdn, majd alkalmazva a

A
2sin — ~ A,
S11n B

Sp = rAn\/2 <1 + cos %)

kifejezést kapjuk, ami a félszogekre vonatkozé azonossig és a

kozelitést az

A
A, ~ 4sin —=
Sin 1

kozelités, majd ismét a szogfiiggvények kiilonbségére vonatkozé addicids tétel segitségével az

Sy, = 4r (sin % — sin —%12_1>

kiilonbségre vezet. Ha ezeket Gsszeadjuk, a kozbiils6 tagok kiesnek, és az

s(p) =4r (sm%v —sin %) ,

vagyis az
(2) s(p) = 4rsin %

eredmény adodik.

Megjegyzés. A fenti Osszefiiggés nem azt jelenti, hogy a hirokbol 4llé6 vonal hossza a felosztastol fiiggetleniil megegyezik
az iv hosszaval, hanem azt, hogy a két hossziisag az alkalmazott kozelitésekbdl kovetkezs pontossaggal azonos. Marpedig minél
finomabb a felosztéas, a kozelitések annal pontosabbak, igy a fenti eredmény egzaktnak tekintendd. Ezért hasznaljuk a ~ jel
helyett a hatarozott egyenlséget.

Kovetkezs lépésként a ¢-vel jellemzett ponthoz tartozo a(y) szoget kell kiszamolnunk. Ehhez tekintsiik a ¢ és
a pn—1 pontokat Gsszekots har vizszintessel bezart an szogét! Nyilvan, minél kisebb Ay, az ay sz0g annal jobban
megkozeliti a(p)-t. Masrészt
YN —YN-1
TN —TN-1
ami behelyettesités utan a mar ismert kozelitéssel és atalakitasokkal a

N+ oN_1 N An
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alakra hozhato, amibél egyértelmii, hogy a felosztas finomitésaval ay egyre pontosabban megkozeliti oy /2-t. Igy tehat
irhatjuk, hogy

14
(3) alp) = 3

A (2) és (3) eredményeket az (1) egyenletbe behelyettesitve a ,rugoallandéra” a
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értéket kapjuk, tehat (ellentétben a matematikai inga esetével) a cikloispalyan a kitérés és a visszatérits eré ardnya

a kitéréstdl fiiggetlen dllandd. Innen a
/ [4r
=27 =27 il

képlet alapjan az kovetkezik, hogy a kérdéses 01k101spalyan az origo ( ) koriil surlodas nélkiil ide-oda mozgd test
rezgésideje egy ¢ = 4r hosszusagu matematikai inga (kis kitérésekhez tartoz()) lengésidejének felel meg, de a cikloisinga
esetében a periddusids a lengés amplituddjatol figgetien.

Megjegyzés. A periodusids amplitadofiiggetlensége persze nem minden hatéron til értendd, hiszen a visszatérits erét a gra-
vitacié adja, ennek a természetes fels6 hatéara pedig a teljes sily. A kapott (a D rugoallandonak megfelels) aranyossagi tényezs
mellett a legnagyobb visszatérité eré éppen az s = 4r  kitéréshez” tartozik. Ebben a pontban a ciklois érintGje fiiggslegessé
valik, de mivel a ciklois f6lfelé nem folytatodik, nagyobb kitérésrél nincs értelme beszélniink.



A cikloispalya létrehozasa

Ha azt akarjuk, hogy egy matematikai inga nehezéke ne korpalyan, hanem valami mas palyan mozogjon, a lengést
megfelelGen kialakitott akadalyok kozé kell szoritani (8. dbra). Belathato, hogy ha az elérends palya ciklois, akkor
— furcsa médon — az alkalmazandé akadélyprofilok ugyancsak r paraméterd cikloisivek, amelyek az elvart palyahoz
képest folfelé 2r tavolsaggal, oldalra pedig fél periddussal el vannak tolva. Esetiinkben ezek egyenlete

To (19)
Yy2(0)

(¥ — sin 1),

-
r(3+cos?), (—m < <m).
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3. dbra

Azt, hogy ezek a profilok a (0,4r) pontban felfiiggesztett, 4r hosszisagu inga esetében valoban az (z1,y1) palyét
szolgaltatjak, a kovetkezSképpen lathatjuk be. Fekiidjon fel az inga fonala a 1-val jellemzett pontig! Ez a cikloisivet egy
S1 és egy s hosszusagu darabra osztja. Mivel ezek Osszege 4r, az inga szabadon 1év6, a cikloistol az érint§ irdnyaban
elallo, a vizszintessel [ szoget bezard részének hossza is sp. A (2) és (3) egyenletek segitségével:

sin6—8—2—sin T
4 2 )

A lengé sily koordinatai az el6z6 egyenlet és addicios tételek felhasznéalasaval:

() = x2(9) + sz cos f = (I + sin ),
y(¥) = y2(9) — s2sin f = r(1 — cos¥),

ami valéban a sziikséges palya.

Vajon miért nem talalkozunk ilyen ingadrakkal, miért nem ilyennek épitették a nagy pontossagu orakat? A valasz
egyszer(: az ingadra pontossaga azt jelenti, hogy az ismétl6dé lengések ideje a kivanalmaknak megfelelen azonos,
marpedig ez biztositott, ha a lengések amplitidoja mindig ugyanakkora. Ezt megoldja az energiaveszteség megfelels
potlasa, nem sziikséges tehat, hogy barmilyen amplitiid6é mellett ugyanaz legyen a lengésidé.

A Huygens-féle cikloisinga gyakorlati szempontb6l nem hozott &ttorést az igen pontos ingadrékért folyd versenyfu-
tasban, de elméleti érdekessége és matematikai szépsége tobb, mint harom évszazad multan is kiérdemli csodéalatunkat.



