Megoldasvazlatok a 2018/7. szam emelt szinti

matematika gyakorlé feladatsorahoz
I. rész

1. Adjuk meg azon P(x;y) pontok halmazdt, amelyek koordindtdira teljesil:
a) @ —y)(@ +y* -4 =0;
b) (2* —y)" + (2® +9* — 14y +36)" = 0. (11 pont)

Megoldas. a) A bal oldalon 4ll6 kifejezést haromtényezds szorzatként is irhatjuk: (z —y)(z 4+ y)(2? + 3> —4) = 0.

Harom eset van. . i . . . i
I eset: y = z. Az ilyen tulajdonsagi P pontok a koordinatasik I. és a III. negyedének szogfelezGjét alkotjak.

II. eset: y = —x. Az ilyen tulajdonsidgu P pontok a koordinatasik II. és a IV. negyedének szogfelezdjét alkotjak.
III. eset: x° + y* = 4. Az ilyen tulajdonsagn P pontok az origd kozépponti és 2 egység sugara korvonalat adjak.
A feladat megoldasat a harom ponthalmaz egyesitése adja, amit a vdzlatrajz szemléltet.

b) Két nemnegativ szam Osszege csak akkor lehet 0, ha mindkét szam 0. Ezek alapjan a kovetkezd egyenletrendszert
kell megoldanunk:

y =1,
22 +y% — 14y + 36 = 0.

2

A helyettesitést elvégezve z“-re méasodfoki egyenletet kapunk:

zt — 1322 + 36 = 0,
(552)1 =4, (552)2 =9

Négy értéket kapunk z-re: z1 = =2, o = 2, 3 = —3, 4 = 3. Az egyenletrendszer elsé egyenletébe visszahelyettesitve
kapjuk a masodik koordinatakat: y1 =4, yo =4, y3 =9, y4 = 9.

Vagyis a keresett ponthalmazban négy pont van: Py(—2;4), Py(2;4), P5(—3;9), P4(3;9).

Megjegyzés. Az egyenletrendszer mésodik egyenlete 2+ (y — 7)2 = 13 alakra is hozhat6. Vagyis az y = z? egyenlettel adott
parabola és az 2+ y2 — 14y + 36 = 0 egyenlettel adott K (0;7) kézéppontu, r = V13 sugart kor kozos pontjainak koordinatait
hataroztuk meg.

2. A SzZAMADO és az ADOSzAM ‘egy-egy olyan hatjegyi, a SzAM és az ADO pedig egy-egy olyan hdaromjegyd
szam, amelyben az Sz, A, M, A, D és O betik killonbozd pozitiv szamjegyek.

a) Mennyi a SzAM + ADO dsszeg, ha SzZAMADO + ADOSzAM = 678 6787

b) Adjuk meg a SZAMADO szdmot, ha még azt is tudjuk, hogy Sz > A, valamint SzAM - ADO = 90 585.

c¢) Mennyi az ADOSzAM, ha 7- ADOSzAM = 6 - SZAMADO? (12 pont)

Megoldas. a) Legyen: SzZAM = z, ADO = y. Ekkor SZAMADO = 1000z + y, ADOSzAM = 1000y + z. Ezek
alapjan:
1000z + y 4+ 1000y + = = 678678,
1001(x +y) = 678678,
x+y=678.

Vagyis: SzZAM + ADO = 678.
b) Mivel SzAM - ADO = 90 585, ezért a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

y =678 —x,
zy = 90 585.




A behelyettesités utan masodfoku egyenletet kapunk: 22 — 678z + 90 558 = 0. Megoldokeéplettel: z; = 495, x5 = 183.
Mivel Sz > A, ezért SzAM = x = 495.

A keresett hatjegyii szam: SzZAMADO = 495 183.
¢) A mar bevezetett jelolésiinkkel:

7(1000y + z) = 6(1000z + y),
6994y = 5993z,
2.13-269-y = 13- 461 - z,
2.269 -y = 461 - z.

Mivel z és ¥ is haromjegyti szam, ezért csakis SzZAM = z = 2-269 = 538, ADO = y = 461 lehet. Vagyis ADOSzAM =
461 538.

3. A Szép Utazdsok iroda tdjékoztatdjaban a repildgépen szallithato csomagokrol ez olvashato:

LAz iroda dltal bérelt jaratokon 15 kg/f6 feladott poggydsz és 1 db 8 kg /{6 kézipoggydsz szdllitdsa dijtalan, a tébblet-
sulyért fizetni kell. Mindegyik poggydsznak téglatest alakiunak kell lennie. A feladott poggydsz egyik €lhossza sem lehet
tdbb, mint 150 cm, és a hdrom kilénbézd irdnyi €l hosszanak dsszege nem haladhatja meg a 220 cm-t. A kézipoggydsz
maximdlis hossza 56 cm, maximdlis szélessége 45 cm, mazimdlis mélysége 25 cm lehet, azonban a hdrom méret dsszesen
nem haladhatja meg a 115 cm-¢.”

a) Bea kézipoggydsznak vald kisbérondit vdsdrol az utazdshoz. A boltban a megfeleld béronddk egyik élhossza 25 cm.
Szeretné, ha az élhosszak Gsszege a megengedett mazimdlis, ugyanakkor a bérind felszine 8500 cm? lenne. Milyen
méretid borond felelne meg ezeknek a feltételeknek?

b) Ldszlo az utazdshoz béronddt szeretne vdsdrolni, amibe a feladhatd poggydszként engedélyezett 15 kg-ot bepakol-
hatja. A neki tetszd bérondok egyik élének hossza 40 cm volt. Milyen méretd bérindot vilasszon ezek kézil, ha szeretné,
hogy a térfogata maximdlis legyen? Mekkora lesz ekkor a bérond térfogata? (14 pont)

Megoldas. a) Mivel a harom kiilonb6z6 irdnyt él hosszanak Gsszege 115 cm, és az egyik él 25 cm, ezért a méasik
két él hossza legyen x cm és 90 — x cm. Ezek alapjan a felszin:

2 [25z + 25(90 — z) + z(90 — )] = 8500,
25x + 2250 — 252 + 902 — 22 = 4250,
z? — 90z + 2000 = 0.

Megoldoképlettel: 1 = 50, o = 40. Ekkor a 90 — = élhosszra a 40, illetve az 50 adédik.

Vagyis a kisb6rond harom adata: 25 cm, 50 cm, 40 cm, ami a kiirds tovabbi feltételeinek is megfelel.

b) Mivel maximalis térfogatot szeretnénk elérni, ezért az élek Osszegére vonatkozé maximumot hasznaljuk. Az élek
hossza: 40 cm, = cm és 180 — = cm. Ekkor a térfogatot z fliggvényében meg tudjuk adni: V(x) = 40 - 2 - (180 — x).

Mivel ennek a méasodfoku fiiggvénynek a fGegyiitthatdja negativ, ezért van maximuma. Azt is tudjuk, hogy a zé-
rushelyei a 0 és a 180, ezért a maximum helye: z = 90. Vagyis a maximalis térfogata bérond adatai: 40 cm, 90 cm,
90 cm. Ezek az adatok a tajékoztatoban szerepls Osszes kérésnek megfelelnek.

A megadott feltételek mellett a maximalis térfogat:

V(90) = 40 - 90 - (180 — 90) = 324000 (cm®).

4. A Févdrosi Nagycirkusz 13 méter dtmérdji porondjinak vdzlatit mutatja az abra. A vizi cirkuszi eldaddsban
a porond kilenc, azonos teriletd része fiiggdlegesen, le-fél mozgathatd.

a) Mekkora a porond kizepén lathato szabdlyos nyolcszog teriilete?

b) A nyolc egybevigd (trapézszeri) sikidomot a kinnyebb mozgatds miatt korben egy nagyon specidlis anyaggal
boritottak. Ehhez eldzetesen meg kellett hatdrozni ezeknek a sikidomoknak a keriletét. Mekkora o kerilete az ABCD
trapézszeri sikidomnak?



¢) A nyolc egybevigd sikidom fiiggdleges mozgatdsdhoz megépitett szerkezet miatt minden ilyen sikidom alatt szikség
volt eqy dtlds merevitdre. Adjunk képletet az AC merevitd hosszdra az abra x és y hosszisdgu szakaszdanak ismeretében.
(A képletben eléfordule szogfigguényértékek négy tizedes jegy pontossdggal szerepeljenek.) (14 pont)

Megoldas. a) A kor alakt porond sugara R = 6,5 m, ezért a teriilete: T = 6,5% - m = 42,25 -  (m?).
Mind a kilenc sikidom — a nyolc egybevago (trapézszerd) és a kozépen lathato szabélyos nyolcszog — teriilete egyenld.
Vagyis a keresett sikidom teriilete:

T 42257
t=— =" ~ 14,748 (m?).
9 9 ;748 (m”)
b) Az ABCD trapézszerd sikidom keriiletének C'D ive a R = 6,5 m sugart kérvonal nyolcadrészével megegyezs

2-6,5-
hosszusagu: ’TW ~ 5,105 (m).
Az AD = BC = y szakasz hosszat megkapjuk, ha a porond sugarabol elvessziik a 14,748 m? teriileti szabalyos
nyolcszog koré irt korének r sugarat.
A nyolcszog teriiletét nyolc egybevagd egyenlGszara haromszog teriiletének Gsszegeként is megkapjuk. Ezeknek
a haromszogeknek r hosszisagu a szaruk, és 45° a szarszogiik. Vagyis a nyolcszog teriilete:

72 - sin 45°

t=28
2

= 14,748, amibdl 7 = 2,283 m.
Ezek alapjan: y = R —r = 6,5 — 2,283 = 4,217 (m).

Az AB szakasz hossza a 14,748 m? teriiletii szabalyos nyolcszog oldalanak hosszéaval egyenls. Ezt az OAB egyen-
16szara haromszoghdl kaphatjuk példaul koszinusz-tétellel:

T =12 +72—2r2. cosd5° =
=1/2-2,2832 —2.22832 . cos45° ~ 1,747.

A kapott eredmények alapjan a keresett keriilet:
K =5,105+4 24,2174 1,747 = 15,286 (m).

(8 —2) - 180°

¢) A szabalyos nyolcszog egy bels6 szoge: o = = 135°. A trapézszeri sikidom B-nél 1év6 § szbgére

teljesiil, hogy a + 28 = 360°, azaz § = 112,5°. Az ABC haromszogre alkalmazzuk a koszinusztételt: AC? = 2% + y? —
2xy - cos 112,5°. Tehat a merevits hosszat a kovetkezs képlettel szamolhatjuk:

AC = /22 +y2 — 2zy - cos 112,5° ~ /a2 + 42 + 0,7654 - zy .

II. rész

5. Rebeka uj szemiiveget vdsdrol, de nem szeretné, hogy a lencsékért 25000 Ft-ndl tobbet fizessen. A szakiizletben
kideril, hogy ha hagyomdnyos lencsét vasdrolna, akkor 4280 Ft-ot fizetne a két lencséért. Rebeka tudja, hogy a mind-
séget a kilonbozd tipusiu bevonatok javithatjdk, ezért tikrozddésmentes €s karcolds mentes bevonatot kér a lencsékre.
A bevonatok mindegyikének 99 Ft/cm? az dra. (A lencsék feliletét siknak vehetjiik.) Azt is eldontitte, hogy a hagyo-
mdnyosndl vékonyabb lencsét szeretne vdlasztani. A készlet szerint ez lehet 10, 20, 30, 40, illetve 50%-kal vékonyabb.
Ezeknek a lencséknek az dra a hagyomdnyoshoz képest rendre 48, 80, 160, 320, 640%-kal drdgdbb.

2ésa glx) = r_ 5 hozzdrendeléssel megadott fiigguények grafikonja

2
Egy lencse hatdrvonaldt az f(x) =2 — —x
dltal meghatdrozott sikidom hatdrvonala adja. A koordindtarendszer egysége 5 mm-rel eqyenld. Mekkora teriletd részt
foglal el eqy lencse az asztalon? A hagyomdnyos lencséhez képest hany szdzalékkal vdlaszthat vékonyabb lencsét Rebeka?

(16 pont)



Megoldas. Meghatéarozzuk, hogy a megadott fliggvények hol metszik egymast:

2 2
2——3:2:x——5,
25 )

x1 = —b, x5 = 5. A kérdéses teriilet nagysagat hatarozott integréllal szamoljuk ki, az intervallum a [—5;5]. A két
»gorbealatti teriilet” kiilonbsége adja a sikidom teriiletét:
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Alkalmazzuk a Newton—Leibniz tételt:

1 287° 1125\ 140
T=14- |::E - —- x—]o =14 (5 ~ 5" ?> =3 (teriiletegység).

35
Mivel a koordinatarendszer egysége 5 mm-rel egyenld, ezért egy lencse 3 cm?-es részt foglal el az asztalon.

35
Két lencsére kétféle réteget vasarol Rebeka, amelyeknek 99 Ft/cm? az ara. Vagyis ezekért osszesen 2 -2 - 99 - 3=

4620 Ft-ot fog fizetni. A maradék 20 380 Ft-bol kell dontenie, hogy milyen vékony lencsét vasarolhat.
A készlet legvékonyabb tagjatol visszafelé szamoljunk. Az 50%-os lencsék ara 4280 - 7.4 = 31672 Ft lenne. Ilyet
nem vehet. A 40%-os lencsék ara 4280 - 4,2 = 17976 Ft lenne. Ezt mar valaszthatja Rebeka.

6. A Rubik-kocka feltaldldisinak évforduldjdra diszdobozos kiaddst terveznek. Az egyik vdltozat szerint legyen a doboz
eqy olyan négyoldali szabdlyos gila, amelynek alapéle ugyanolyan hosszu, mint az oldaléle. Az elképzelés szerint a kocka
eqyik lapja illeszkedik a gula alaplapjara, az ezzel parhuzamos lap csicsai pedig a gula oldaléleire.

a) Mekkora legyen a doboz €leinek hossza, ha a Rubik-kocka élhosszisdga: a = 5,7 cm?

b) A sok-sok terv kézil azonnal elvetették azokat, amelyeknél a jaték a doboz 35%-dt sem tolti ki. A fenti terv
megfeleld-e ezen feltétel ismeretében? (16 pont)

Megoldas. a) Hasznaljuk a vdzlatrajzok jeloléseit. Vettiik a gula P cstcsara és az alaplap két szemkozti cstucséra,
a K-ra és az M-re illeszkedd sikmetszetét. Ez egy egyenlGszari haromszog, amelynek széra z cm, az alapja egy
= oldalhosszisagi négyzet atlojanak hosszaval egyenls, azaz xv/2 cm hosszi. Ennek a haromszdgnek az alaphoz
tartozé magassaga a KOP derékszogl haromszoghdl Pitagorasz-tétellel:

P
G
m x
a
(0] C M

Mivel OP = KO = MO( = gx), ezért KOP (és MOP is) egyenlGszaru derékszogt haromszog. KA = KO —
V2

AO = 7(;10 —a), mivel AO egy a oldalu négyzet atlojanak fele.
A KOP derékszogt hdromszog hasonlé a K AE derékszogt hdromszoghtz, ugyanis a PK O szog kozos hegyesszog.
2
Ezek alapjén K AFE is egyenlGszart derékszogl haromszog. Vagyis KA = AFE, azaz g(x —a) = a.

Fejezziik ki az z-et, és helyettesitsiik be az a adott értékét: x = a(l + \/5) ~r 13,8 (cm).
A doboz éleinek hossza tizedcentiméter pontossaggal: 13,8 cm.



b) A gila alaplapjénak élhossza mar ismert: z = a(1 + v2) ~ 13,8 (cm). Ezek alapjén a gila magassaga: m =

K

— - 13,82 9,8 (cm). A diszdoboz térfogata:

z?-m 138798
3 3
A kocka térfogata: Vo = a® = 5,7° ~ 185,2 (cm?).

Vi = ~ 622,1 (cm?).

\%
Szazalékban kifejezve: 72 - 100, azaz kerekitve 29,8%-at foglalja el a Rubik kocka a doboz térfogatanak. Vagyis ez
a terv nem felel meg az elvarasoknak.

7. a) A tizes szamrendszerben felirt egyjeqyi a, kétjegyi ab és haromjegyi abb szdm ebben a sorrendben egy szdmtani
sorozat elsé, mdsodik és tizenkettedik tagja. (Azonos betik azonos, kilonbozd betik kilonbézd szdmgjegyeket jelélnek.)
Hdny darab megfeleld kétjegyd szdam van? Mennyi a legnagyobb megfeleld kétjegyd szdm esetén a szdmitani sorozat elsd
20 tagjanak dsszege?

b) A pozitiv szdmokbdl d@llo (a,) mértani sorozat kilenc egymdst kévetd tagjabol képezziink hdrom szdmot gy, hogy
osszeadjuk az elsé hdrmat, aztin a kévetkezd hdrmat, és végil az utolsé hdrmat. Mutassuk meg, hogy az igy kapott
hdarom szdm tizes alapi logaritmusa egqy szamtani sorozat hirom egymdst kovetd tagja lesz. (16 pont)

Megoldas. a) Legyen a szamtani sorozat elsé tagja a, differencidja d. Vagyis:
a; = a,
as = ab = 10a 4+ b =a +d,
a1z = abb =100a + 11b = a + 11d.
Az ap alapjan 11d = 11(9a + b) = 99a + 11b, a2 alapjan 11d = 99a + 11b. Tehat tetszdleges a és b esetén megfelels
az a, ab, abb szamharmas.
Az a tetszbleges pozitiv szamjegy (9 lehetGség), a b pedig tetszbleges szamjegy lehet, de nem egyenls a-val (9 lehe-

t6ség). Igy ab 81-féle szam lehet. Ezek koziil a legnagyobb a 98. Ebben az esetben a sorozat elsé eleme 9, a differencija
89.

Sag = 2—20(2 -9 +19-89) =17090.
b) Legyen a mértani sorozat kilenc egymast kovets tagja: a; aq, aq?, aq®, aq, aq®, aq®, aq”, ag®, ahol a > 0, ¢ > 0.
Megadjuk a feladat szovege szerinti harom szamot a-val és g-val:
lg(a + aq + ag?);
lg(ag® + ag" + ag®) = lg(a + ag + ag®) + 31g g;
lg(aq® + aq” + aq®) = lg(a + aq + ag®) + 61gq.
Ez egy 31g ¢q differenciaju szamtani sorozat harom egymast kovets tagja.

8. Az ABCDEFGH téglatestben gy jeloltik a csicsokat, hogy az ABCD alaplapra az AE, BF, CG és DH élek
merdlegesek. Tudjuk, hogy a HAD szog 30°-0s, a FAB sz0g pedig 60°-0s.

a) Mekkora az AFH hdromszig teriilete, ha a téglatest térfogata 3375 cm>?

b) Mekkora szogben hajlik a téglatest AG testdtldja az ABCD laphoz?

¢) Ddvid a téglatest dbrdjdt a 8 csiuccsal, a 12 élével és az AH, valamint AF éllel egy grifnak tekinti. Barbara pedig
a hidnyzo élek berajzoldsdval készitett eqy teljes grafot. Azt dllitja, hogy rajzolds kézben minden csicsot érintett, viszont
eqy €Elt csak egyszer rajzolt meg, és kizben a ceruzdjdat nem kellett felemelnie a papirrol. Miért tartjuk ezt hihetdnek?
Melyik csicsbol kezdhette a rajzoldst, és melyik csicsba érkezhetett? (16 pont)

Megoldas. a) Legyen AB = a. Mivel az FAB derékszdgii haromszogben A-nal 60°-o0s sz6g van, ezért AF = 2a, és
Pitagorasz-tétellel BF = av/3. A téglalapban BF = DH, azaz DH = a\/3. Mivel a HAD derékszogt haromszogben
A-nal 30°-o0s szog van, ezért AH = 2av/3, és Pitagorasz-tétellel AD = 3a. Most mar a-val kifejestiik a téglatest
mindharomféle oldalanak hosszat. Ezek segitségével a téglatest EFGH lapjanak F'H lapatlohossza is megadhato:

FH =\/a? + (3a)” = V10a.
Koszinusz-tétellel meghatarozhato az AFH héromszog A-nél 1év6 ¢ szoge:
FH? = AF? + AH?> — 2. AF - AH - cos ¢,
(lea)2 = (2a)® + (2@\/5)2 —2-2a-2aV3 - cosp,
10=4+12—-2-2-2V3-cosp,

3
cosp = ——,

4 44/3
p =~ 64,34°.



Felirhatjuk a téglatest térfogatat: V = a - v3a - 3a = 3v/3 - a® = 3375, ahonnan a ~ 8,66 cm. Hasznalhatjuk az AFH
haromszogre a szinuszos teriiletképletet:

AF - AH -sin64,34°  2a-2av/3 - sin 64,34°
Tarun = ;m = X a\/_;m — ~234,2 (cm?).

3
b) A kérdéses A szog a CAG derékszogl haromszog A-nél 1eve szogével egyenls: tg A = % =+/0,3, A = 28,7°.
a
¢) A megadott A, B, C, D, E, F, G és H cstcspontokkal adott grafban a fokszamok rendre a kovetkezsk: 5, 3, 3,

3,3, 4,3, 4. Mivel a 8 csicsu teljes graf minden pontjanak 7 a fokszama, ezért a Barbara altal rajzolt A, B, C, D, E,
F, G és H cstucspontokkal adott grafban a fokszamok rendre a kovetkezsk: 2, 4, 4, 4, 4, 3, 4, 3. Mivel pontosan két
paratlan fokszamu cstcs van, ezért hihetének tartjuk Barbara kijelentését. Az F' és a H csucsok fokszama péaratlan,

ezért az egyik a kiindulépont, a masik a végpont lehet.
Ilyen modon egy lehetséges utvonal megadhato, példaul: H—B—-G—D—-B—-FE-C—-A-G-FE-D—-F-C—-H-F.

9. Legyen n pozitiv egész szdm. Adottak az aldbbi sorozatok:
{an} = {lg(n +1)};

n3—5n?2—-n+5
- )
n+1
{en} ={In+2|+ |n—6]}.
Vilaszoljunk (indokldssal) mindhdrom esetben, hogy a sorozat alulrdl, felilrél korldtos vagy nem, illetve monoton
vagy nem. Ha van, adjunk meg egy also, illetve felsd korldtot. (16 pont)

Megoldas. Az lg fiiggvény szigort monoton névekedése miatt az {a,, } sorozat is szigorta monoton névekeds. Ebbol
az is kovetkezik, hogy a sorozat els§ tagja, azaz az 1g2 alsé korlat (jelen esetben a legnagyobb). Az lg fiiggvény
tulajdonsagainak ismeretében tudjuk, hogy fels6 korlat nincs.

Cn
o
bn 16
Qn E3 8
1 lg (n+ 1) \n"—6n+5 )
e e L\ | 6
& \ / ;

/
+ 0 2 4 n Fon="=4
R /
-9 _9
A 0 4 n

A {b,} sorozat altalanos tagjanak formulajat egyszertsithetjiik:

n3—5n2—n+5:n2(n—5)—(n—5) (n=5)(n—1)(n+1)

n+1 n+1 n+1
=(n—5)(n—1)=n*—6n+5.

by, =

A maésodfoku kifejezés fGegylitthatoja 1, zérushelyei az 1 és az 5, minimum helye a 3. A sorozat szempontjabol ez azt
jelenti, hogy el6szor csokkend, aztan novekeds. Vagyis nem monoton a sorozat.

A masodfoku fiiggvény tulajdonsaga alapjan mondhato, hogy a sorozat egyik alsé korlatja (jelen esetben a legna-
gyobb also korlatja) a bs, azaz —4. A mésodfoku fliggvény tulajdonsagaibol az is kovetkezik, hogy ennek a sorozatnak
nincs felsé korlatja.

Han=1,2,3,4,5, akkor a {c,} hozzarendelési szabalya: ¢, = [n+2|+|n—6]=n+2— (n —6) =8.

Ha n > 5, akkor a {c,} hozzarendelési szabélya: ¢, = [n + 2|+ |n— 6| =n-+2+n —6 = 2n — 4. Mivel a linearis
fiiggvény meredeksége most pozitiv, ezért ezekre az n-ekre a sorozat szigorian monoton névekedd.

Osszességében monoton névekeds, hiszen a sorozat elsé 6t tagja 8, a tovabbiak pedig ennél nem kisebbek.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy a sorozat alulrél korlatos. Egy lehetséges also korlat 8 (ami a legnagyobb
also korlat). A lineéris fliggvény ismeretében azt is tudjuk, hogy fels6 korlat nincs.
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