Egy tantétel a parabolér(’).

Legyenek MT, MT’ az M pontbol a parabolahoz vont érintsk, melynek gyijtépontja F. Ekkor:
FM?=FT - FT'

E relacziot igazolhatjuk az analytikai geometria segélyével, ha koordinata tengelyekiil valasztjuk a parabola szimmet-
riatengelyét és a csucsponti érintét. Az M (xo, yo) pontbodl a parabolahoz huzott érint6k érintési pontjainak koordinatai
meghatarozhatok a kdvetkezd egyenletekbdl:

y? —2px =0,

yyo — p(z + x0) = 0.
Az érintési pontok abscissai tehat a kovetkezs egyenlet gyokei:
(p(z + 20))* = 2pygz = 0

vagy
p*a® + 2p(pxo — yg)x + p*af =0
Ha ez egyenlet gyokei x és x’, akkor
FT:;v—f—g, FT’::c’—i—g,

és ennek folytan

P p?
FT'FT/:I$/+§(ZE+$/)+Z,
vagyis:
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FT-FT — g2 4 2. 200 —p70) | p°
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mely egyszertsitve a kovetkezd alakot nyeri:

2
Yo + (Io - g) ;

e kifejezés az F'M négyzetét dbrazolja.

A tétel a planimetria segélyével is bebizonyithato.

Huzzuk az M H egyenest, mely parhuzamos a parabola tengelyével s a mely FT'-et H-ban metszi.

Ismeretes, miszerint az FM felezi a TEFT' szoget és hogy az FMT és HMT' szbgek egyenl6k. De minthogy az
érinté a T’ pontban egyenld szdgeket alkot a tengellyel és az FT’ vezérsugarral, a HMT' és MT'H szdgek egyenlok;
ennélfogva az FMT és F'T'M haromszogek szogei rendre egyenldk s igy ezen haromszdgek hasonlok, mibél kovetkezik,

hogy.
FM  FT'

FT FM

vagyis
FT-FT' =T

Ha tehat egy TFT' szdg felezd egyenesén valasztunk egy M pontot, melyre nézve FM az FT és FT' mértani
kozéparanyosa, akkor 1étezik egy parabola, melynek gyujtopontja F' és mely érinti az MT egyenest T pontban, és az
MT' egyenest T’ pontban.

Ha az M F egyenesen egy M’ pontot valasztunk, melyre nézve M F = FM’, egy méasodik parabolat fogunk nyerni,
melynek gytjtopontja szintén F, s mely az M'T és M'T’ egyeneseket a T és T pontokban érinti.

E két parabola kiillonben megoldésat képezi a kovetkezs feladatnak:

Meghatéarozandok azon paraboldk, melyeknek gyajtopontja F' és melyek a T és T’ pontokon mennek keresztiil.

E megjegyzésbdl konnyen levezethets a kovetkezd tétel, melyet Lemoine Emil, az "Intermédiaire des Mathématici-
ens” szerkesztGje allitott fel, s mely a kovetkezSképpen hangzik:

Ha egy ellipszis egy M pontjaban, melynek gyajtopontjai F és F’, meghtzzuk a normalist s ezen két pontot
vélasztunk N-et és N'-et, melyekre nézve

MN =MN" = MF-MF'

akkor az ONF’ sz6g=M NF szog és az ON'F' = MN'F.
Megjegyzendd, hogy miutan:
MN?*=MF-MF'

és az NN’ normalis az FMF' szog felezd egyenese, a parabolanak mely az FN és F'N egyeneseket az I és F’
pontokban érinti, gytujtéopontja az M pont.



Minthogy tovabba FM + F'M = 2a, ez utébbi parabola vezérvonalanak tavolsaga az ellipszis kézéppontjatol O-t6l
egyenlG a-val; e vezérvonal érinti tehat az O pontbol mint kozépponttol, az ellipszis nagy-tengelye mint atmérd koriil
leirt kort.

Lemoine tantételének bizonyitasa a kovetkez6kben adatik.

Nevezziik m és m/-nek az NF és NF' egyenesek auguldris-coefficienseit; (az y = max + n egyenletbol) u és p'-nek
az NM és NO egyenesekéit.

Hogy igazoljuk az MNF és F'NO szdgek egyenldségét, elegendd kimutatni a kdvetkezo egyenlSség helyességét:

m—pu o —m
L+mp  1+m'y’

de ezen egyenlGség egyenértékd a kovetkezdvel:

m+m'  p4
L—mm/ 11— pu’

mely azt fejezi ki, hogy az FNF' és M NO szdgeknek kozos felezé egyenesiik van. A normélis egyenlete az M (z,, yo)
pontban:
T—To Y—Yo

o T Yo
a? b2

Ha feltételezziik, hogy z és y az N pont koordinatéi és b’ az OM félatmérének megfelels konjugélt felatmeérs o', akkor:
2 2 b2
P YT
Tudjuk tovabba, hogy MF - MF' = b"?, igy tehat az N pont koordinatait az

T—To _Y—Yo
T:y—_ozeab (Ezil)
a? v?

egyenletek szolgaltatjak. E koordinatak a kovetkezdk:

Zo

= — b
T a(a+ €)
y=Tatbe)

Tegyiik fel, hogy az € = +1 az N, az ¢ = —1 az N’ pontot szolgéltatja.
Kozvetleniil igazolhat6, miszerint
22 +y? = (a+be)?

tehét
ON = (a+0b) é ON' = (a-0).
Ezek utan: )
_ @y ay
b2{E0 ’ b.IO ’
tehét
p+p' abla+b)zoyo
-y boag —abyg
Masrészt:

m+m' 2ab(a + b)xoyo

L—mm’  (a+b)(b223 — a2y?) — a — b)a2b?

s igy tehat csak azt kell kimutatni, hogy

2(b%x3 — a®x2) = (a+ b)(b*x2 — a®x?) — (a — b)a?b?

mi semminemi nehézségekkel sem jar.



