A FUGGVENYEK SZELSO ERTEKEINEK
MEGHATAROZASA.

-SCHELLBACH-FELE MODSZER.-

Az els6 foku algebrai fiiggvények kivételével valamennyi oly természeti, hogy benndk a fiiggetlen véltozonak leg-
alabb két kiilonbozs értéke mellett az y = f(x), egyenls szamot értelmez, azaz: * = a és x = b értékek tgy valaszthatok,
hogy:

fla) = f(b).

Ha e koriilmény beéllhat és nincs x-nek oly értéke a és b kozott, mely mellett a fliggvény végtelen naggya valnék,
ekkor mindig bizonyos, hogy van széls6 érték, azaz: van z-nek a és b kozt oly értéke, mely mellett a fiiggvény legnagyobb,
illetSleg legkisebb a szomszédos értékek kozt.

Legyen z,, a fiiggetlen valtozénak az az értéke, mely a széls6 értékhez vezet, s jeloljiik a fliggvényt = minden oly
értéke mellett, mely kisebb mint x,,, f(z) alakban, minden z > x,, értéknél pedig f(z') alakban, akkor bizonyos, hogy
r =2 =z, mellett:

lesz, még pedig azonosan.

A kifejezést redukaljuk zerora, s minthogy az legalabb is masodrendd, bontsuk tényezdkre, a mi annyiban mindig
elvégezhetd, hogy az o — 2’ linearis tényezd elvalaszthato. E tényez6t, mely ¢ = 2’ = x,,, mellett azonosan semmisiil
meg, tavolitsuk el osztas altal. A visszamaradt egyenletben = 2’ tévén, az egyenlet megoldésa a fiiggetlen valtozoénak
azon értékeit adja, melyek valamely széls6 értékhez vezetnek. Azt, hogy a nyert érték maximumhoz vagy minimumhoz
vezet-e, kiilon vizsgalat altal vagy a feladat természetébdl dontjiik el.

Az alkalmazast mutassuk be egy péar példaban.

1. Adott haromszoget egyenes altal osszunk két egyenls részre tgy, hogy az osztoé tavolsag minimum legyen.
Magaban is vilagos, hogy az egyenes a legkisebb szog szarait vagja.

Feltétel szerint: 2xy = ab,
ha z és y a legkisebb (C) sz0g a és b szarain a csucstol szamitott, lemetszett darabok.

d = /(22 + 32 — 2zy cos C) a kivant tavolsag, mely z fiiggvényeben:

d= /(2 + ab 2— bcosC)
= Xz o0 ao cos .

a,b 2 ab 2
2+ (ﬁ) —ab cosC =z + <@) —ab cosC

A modszer értelmében:

tévén és kellGen atalakitvan:
(x —2')(x + 2") (422" — a?b?) = O ered.

Az = 2’ mellett azonosan megsemmisiils tényez6t eltavolitvan és o = 2’ tévén:

22(42* — a*b?) = 0, honnan

ab
z=0vagy:x = Ch

Az utols6 érték a kivant minimumhoz: o
d = V2absin Evezet.

Az oszt6 vonal parhuzamos az alappal, ha a = b.

2. Egy négyzetes alappal biré gtlaban, melynek térfogata o® allando, hogyan kell az alapélnek a magassaghoz
aranylania, hogy a bel6le kivaghaté koczka a lehets legnagyobb részét tegye a térfogatnak?
Feltétel szerint:
2%y = 3a3

hol x az alapél, y a magassag. A feladat értelmében:

V:a?’—( Y )3
r+y

fiiggvény minimumat kell keresni, mely x fliggvényében az els6 egyenlet tekintetbe vételével:
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(1 — x)(zz1(x + 21) — 3a3)[(332 (33? + 3@3)2 + 3:1:1(3:3 + 3&3)(:1:§ + 3@3) + 3:?(:1:3 + 2a3)] =0

téve és atalakitva:

r1 — x tényez6t eltavolitvan és x = x1 tévén:

32 (2% — 3a®)(2® 4 3a*)? = Oered,

3
x =0, x:ai/; és x = —av/3erednek.

3
x a feladat természete szerint csak positiv mértékszamu lehet, s igy x = af/; vezet a V' minimumahoz, vagy, a mi

3
Y= 2@;/; és igy:

rry=1:2.

honnan:

ugyanaz a kivaghaté legnagyobb koczkihoz.
A pyramis magassaga.

2z =y, a magassag az alapél kétszerese.

A koczka térfogata:

3. Egy egyenes vonalnak, mely a vizszinteshez o szog alatt hajlik, mely pontjabol lathato a vizszintesen adott két
pontnak (A, B) tavolsaga a legnagyobbnak?

Legyen a vonalak metszéspontja O; OA = a, OB = b és legyen az adott iranyt egyenesben C' pont a kivant
tulajdonsagi, melynek O-t6l mért tavolsaga x.

BCO =u, ACO=v ésigy:
C=u—wv.
A szarmazott haromszogekbdl:
a:xz=sinv:sin(a+v)=1: (sina cotv+ cosa);
b:x=sinu:sin(a+u)=1: (sina cotu+ cosa),
melyekbdl:
b sina a sina

tany = —— tanv = ————
xz —bcosa T —a Ccosa

tehat:
z(b—a)sina
2?2 — (a + b)zcosa + ab

tanC = a kivant fiiggvény.

z(b—a)sina z1(b—a)sina

= téve és atalakitva:
2?2 — (a+b)cosa+ab x? — (a+b)cosa+ ab v v

r—mz 22— (a+b)xcosa+ab
== ,honnan:
2 x1 — (a + b)x1 cosa + ab

-z x*—af—(a+b)cosa(r —z)

1 2?2 — (a+ b)zy cosa + ab
T — x1 tényezst eltavolitvan és z = xp tévén:
1 2z — (a+b) cosa

T x2— (@+b)z-cosa+ab’ mely egyenletbdl;

x? = abés
z = Vab, tehat fiiggetlen o szogtol.
(b—a)Vab-sina (b—a)sina

tanC max = =
ab— (a+b)Vab-cosa+ab  2vab— (a+ b)cosa



4. A korbeirhat6 parallelogrammak koziil melyiknek keriilete a legnagyobb?
Legyen a szélesség 2z, a magassag 2y és a killg = r.

K =4z + 4y és
22 + 9% =12, tehat
y=Vr?2—2x2 azaz
K =4(z+ /(r? —22) = 4(z1 + 1/ (r? — 23)

r—x =12 —2} —\/r? — 22

Az irrationalistas megsziintetni nem sziikséges, hanem az eljaras ez:

x? — xf
r— X1 =
\/T2 — 22 4+ /12 — 22
honnan z — 1 eltavolitasa utan:
2z
1= melybél

2
T = Tg =vy. A mi a beirt négyzet féloldala.

5. Négy egyenként a méter széles deszkabol ugy kell viztarté csatornat alkotni, hogy kettd parhuzamos lévén az
elso ketts egymashoz hajoljék. A két also deszka mely hajlasa mellett fér a csatorndba a legtobb viz?

A térfogat maximum lesz, ha a szarmazd hasab keresztmetszete max. teriiletd. E keresztmetszet egy 2x szélességi
és a magassaga rectangulum és egy a szaru egyenld szara haromszog Osszege, tehat:

a2
T =2ax + 5 sin 2,

ha az als6 deszkak hajlasa: 2¢p.
T =asing lévén,
a2
T =2a” sinp + 5 sin2¢ azaz:

T = a® sing(2 + cos @)
a? sinp(2 + cosp) = a?sin ;1 (2 + cos py)

sinp 2+ cosyp;
sinp;  cosg

sing —sing;  cospy — cosp

sin 1 24 cosyp
2COS§0+@1 simw_(p1 2simsﬁ+gplsimw_(p1
2 2 _ 2 2
sin ¢ 2cosp
. P—¢ . fp . - Lo
2 sin 5 -vel, mely ¢ = ¢ mellett megsemmisiil osztva és ¢ = 1 téve:

cos ¢ sin ¢

sing 24 cosy

2cos+cos®p =1 —cos® ¢

-1 3
2cos’p+2cosp=1 & cosp= +\/_

cos ¢ mésodik értéke képtelenség.
Maksay Zsigmond.



