Feynman és a legkisebb hatas elve

Egy emlékezetes feladat

Az 1930-as évek elején tortént, hogy a kozépiskoldban unatkozni latszoé (késébb Nobel-dijas fizikus) Richard Feyn-
mant tanara a kovetkezd feladattal kivanta felélénkiteni: Gy6z6djon meg arrdl, hogy egy eldobott targy két adott
idépont kozott (adott repiilési id6 mellett) éppen azt a roppalyat ,yvalasztja”, amelyet a mechanikai legkisebb hatds elve
(mésnéven Hamilton-elv) elSir szaméara [1]. Az elv szerint a repiilés kezdeti 1 és végsé to idSpontja kozotti to —t; =T
idében valamennyi elképzelhetd mozgdspdlya kézil az valosul meg, amelyen a K kinetikus és V' potencialis energia
kiilonbségének, az L(t) = K(t) — V (¢) fiiggvénynek a mozgas soran vett idébeli atlagértéke, amit (L) modon jeldliink,
minimé,li.

Feynman ezt az elvet ,elbtivolGen érdekesnek” talalta, és lelkesedése az évek soran sem csokkent. Az addig csak
a klasszikus fizikdban alapveté hataselv, palyafogalom Feynman nyoméan bekeriiltek a részecskefizika kvantummecha-
nikai eszkoztaraba.

Mivel a legkisebb hatas elve a mai kozépiskolasokat is érdekelheti, nézziik meg Feynman feladatat egy specialis eset-
ben, ahol elegend6 az egyenletesen gyorsulé mozgas ismerete, a matematikai analizis moédszereire, varidcidészamitasra
nincs sziikség.

Az elv mikodésben

A kiindulasi helyzet: valaki ¢t; = 0 pillanatban labdéat dob fel az x, tavolsdgban alloé haz y, magasan 1év6 emeleti
ablakaban varakozo6 tarsanak. Az ablak vizszintes (x) és fiiggsleges (y) tengelyeken mért koordinatai a mozgas sikjaban
(Zay¥a), a labdaé a feldobas pillanataban (0,0). Az iskolaban tanultak szerint a labda palyaja parabola, a mozgast
leir6 egyenletek a ¢ id6 fliggvényében
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(ahol g a nehézségi gyorsulas). A repiilés teljes T idejét az x iranyt, allando6 v, = u sebesség rogziti: T = x, /u. A kicsit
szokatlan alakban felirt (1) osszefiiggésben a fliggsleges iranyu kezdsebességet az y(t = T') = y, feltétel rogziti.

Ha tehat az elv ,mikodik”, akkor példaul a (0,0) és az(x,,y.) pontokon atmend, ugyanakkora T repiilési idGvel,
de egy tetszdlegesen valasztott a paraméterrel jellemzett,
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egyenletekkel leirt parabolapalyén az L(t) = K(t) — V(t) (az un. Lagrange-fliggvény) iddébeni dtlagértéke, (L), barmely
a # g/2 valasztasa esetén nagyobb kell legyen, mint a ténylegesen megvalosulo a = g/2 palya esetén.

Megjegyzés. Az egyszertiség kedvéért feltételezziik, hogy a labda mozgasa x iranyban egyenletes. A legkisebb hatas elve
megengedné ugyan, hogy masféle idéfiiggésd mozgasokra is kiszamitsuk a Lagrange-fiiggvény atlagat, és ezek minimumat keres-
slik, de ekkor ismét a varidciészamitas matematikai nehézségeibe {itk6znénk. Ha olyan mozgasok korében keressiik a legkisebb
hatast, amelyek minddssze egyetlen paramétertél, az a mennyiségtdl fiiggenek, a probléma egy egyvaltozos, raadasul kvadratikus
fiiggveény szélsGértékének megkeresésére egyszerisodik, ez pedig elemi dton, (teljes négyzetté alakitassal) megoldhato.

A (2) egyenletekkel leirt mozgas x irdnyban egyenletes, y irdnyban egyenletesen gyorsul6, ezért

Up = U, vy:—Qat—i—(%—i—%).
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ami u = z,/T felhasznalasaval igy is felirhato:
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LA szakirodalomban a ,legkisebb hatason” az S = (t2 — t1)(L) hatdsfiiggvény minimumat (altalanosan stacionarius, vagyis a palya kis
valtoztatasara ,els6 kozelitésben” véltozatlanul marado) értékét értik. De mivel (t2 — t1) régzitett, S minimuma egyben (L) minimuma is.
(Az atlagértéket hasznalo megfogalmazas Feynmantol ered [1].) A ,péalya” itt nemcsak a palyagorbe alakjdra vonatkozik, az elv a palyagorbe
meghatarozasan tal a megvaldsuldé mozgés teljes, tér- és idGbeli leirasat adja.



Mivel ez a kifejezés t-ben kvadratikus, idébeli atlagértéke elemi szamolassal megkaphaté.
(Ly=(A-*+B-t+C)=A{t*) + B{t) + C,

ahol
A =ma(2a+g),

B =—-m(g+ 2a) (y_; +aT>,
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idofiiggetlen kifejezések.
Lathato, hogy csak t* és t atlagara van sziikségiink a (0,7 intervallumon, ami definicié szerint a fiiggvény alat-
ti teriilet elosztva az idGintervallum hosszaval. A t? parabola alatti teriiletet a (0,7") szakaszon mér Arkhimédész
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kiszamitotta [2], ez §T3, tehat (%) = §T2, és nyilvanvaloan (t) = ET' Ezzel, valamint A, B és C beirasaval kapjuk:
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Ez a kifejezés a = g—nél valoban minimélis, barmely ,hegyesebb” (a > ¢/2) vagy ,laposabb” (a < g¢/2) palya (és

az a = 0 egyenes is) nagyobb (L)-re vezet.

De honnan tudja a labda?

A legkisebb hatas elve tehat parabolapalyakra szoritkozva beigazolodott, de az elv minden mds alaki pdlydt te-
kintetbe véve is a jo eredményt adja [1]/d De hogyan? A labda ismeri a tavoli jovSjét? Tudja minden 0 < ¢ < T
pillanatban, merre kell tovabbrepiilnie ahhoz, hogy a mar megtett és a még hdtralévé utat is magaban foglalo egész
palyajara szamitott (L) atlagérték (és vele az S hatésfiiggvény) valamennyi elképzelhetd palya koziil a legkisebbnek
bizonyuljon?

A tavoli jovo eldrelatasa a klasszikus mechanika szerint valojaban nem sziikséges, mert a legkisebb hatas elvébdl
matematikailag kovetkeznek alabda kdzvetlen jovéjét minden helyen és idépontban meghatarozé Newton-féle mozgas-
egyenletek (és viszont, a Newton-egyenletekbdl levezethetd a hataselv), ezért nem csoda, hogy a megvalosulo palya
éppen az, amelyen (L) minimalis. A hataselv a klasszikus mechanikidban egyszertien a mozgasegyenletek matematika-
ilag tomor, elényos (koordinata-rendszertdl fliggetlen) megfogalmazasanak tekinthetd.

De ha ez csak egyszerd matematika, mit talalt koranak egyik legnagyobb fizikusa (aki idén éppen 100 éves lenne)
a legkisebb hatas elvében ,elblivoléen érdekesnek”? Hogyan ,vizsgéljak meg” a részecskék a kvantumfizika Feynman-féle
megfogalmazasaban az Osszes elképzelhetd palyat ahhoz, hogy kivalasszak az optimalisat, a megvalosulot? Errél egy
kovetkezs irasban lesz szo, ahol a legkisebb hatas elve és néhany tovabbi, hasonléan ,célt megfogalmazd” (integralis)
fizikai elv kapcsolatara is fény deriil.
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2A legkisebb hatas elvét L. Euler (1707-1783) és J. L. Lagrange (1736-1813) ilyen iranya eredményeit felhasznalva mai formajaban
W. R. Hamilton (1805-1865) fogalmazta meg 1834-ben.



