Az alabbi feladatot az 1980. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Verseny II. forduldjan a matematika I1. tagozati
osztalyok szaméra tiizték ki:

Egy sivatagi expedicionak a sivatag szélén levd tdborbol egy liter vizet kell eljuttatnia a sivatagnak olyan pontjdra,
amely n napi jardsra van az expedicio tabordtol. A szdllitast igy kell megszervezni, hogy

a) az expedicio tagjai sohasem vihetnek magukkal fejenként 3 liternél t6bb ivévizet;

b) a sivatagban téltétt minden nap folyamdn az expedicid valamennyi tagjinak meg kell innia egy—egy liter vizet;

¢) feladatuk teljesitése utdn az expedicid valamennyi tagjinak vissza kell térnie a tdborba.

Legaldbb hany liter ivoviznek kell lennie a tdborban, hogy teljesithet legyen a kitizott feladat?

Ebben a cikkben a feladat megoldasair6l lesz szd. Azért beszéliink megoldéasokrol és nem a megoldasrol, mert a
sz6vegbdl nem deriil ki pontosan, hogy mik is azok a feltételek, amelyek mellett a sivatagba az egy liter vizet el kell
juttatni. A kiilonb6z6 lehetséges értelmezések kiilonb6z6 végeredményekhez vezetnek, a megoldandé feladat nehézsége
is mas—mas. A verseny résztvevsi kozott nem akadt olyan, aki a feladat szovegéhez talan legszorosabban kapcsolodd
— altalunk harmadikként targyalando —valtozatot oldotta volna meg. A méasodik valtozat egy dolgozatban szerepelt,
mig a dontd tobbség véleménye szerint a feladatot gy kell értelmezni, ahogyan az az elsé valtozatban szerepel.

Miel6tt a feladat megoldasdhoz érdemben hozzalatnank, néhany megjegyzést tesziink. ElGszor is feltessziik, hogy
azok, akik egész nap a tdborban maradnak, nem isznak vizet, vagy legalabbis az altaluk elfogyasztott vizmennyiség
nem tartozik a meghatarozandé készlethez. Masodszor, feltehetjiik, hogy az expedici6 tagjai a sivatagban csak a célt a
taborral 0sszekotd szakasz mentén mozognak, tovdbba — mivel ezt egyik feltétel sem tiltja — autjuk mentén tetszéleges
helyen tetsz6leges mennyiségd vizet felhalmozhatnak

A b) feltétel szerint az expedicié tagjai minden a sivatagban toltott nap folyaman egy liter vizet isznak meg. Az
azonban nem deriil ki, hogy azoknak is jar-e az 1 liter viz, akik nem egész napot toltenek a sivatagban. Feltessziik,
hogy igen, vagyis a b) feltételt a kovetkezs feltétellel helyettesitjik:

b’) a sivatagban toltétt minden megkezdett napra az expedicio tagjainak jar egy-egy liter viz.

Veégiil feltessziik azt is, hogy az expedicidénak elég sok tagja van, vagyis ha 4j embert kell bevetniink, akkor mindig
akad pihent tartalék.

Fls¢ vdltozat

Bemelegitésként vizsgaljuk meg, hogyan tudjak az expedicié tagjai a kittizott feladatot megoldani n kis értékei
mellett. n = 1 esetén 1 nap jarofoldre kell 1 liter vizet eljuttatnunk. Ehhez elég 1 ember és 3 liter viz: az ember reggel
elindul a 3 liter vizzel a kulacsdban; délben megiszik 1 litert, este megérkezik a célhoz. Ott leteszi a nala levs 2 liter
viz felét. Masnap visszaindul, atkdzben megissza a kulacsban maradt 1 litert, estére visszaérkezik a taborba. Ezzel a
feladatot megoldotta, s nyilvan ehhez 3 liternél kevesebb viz nem elég.

Legyen most n = 2. Viladgos, hogy a célhoz csak egy ember megy el — a sziikséges 1 liter vizet egyediil is el tudja
vinni. Ez pedig azt jelenti, hogy a tabortol (Py) egy napi jarofoldre levé pontbol (Py) teli kulaccsal — 3 liter vizzel — kell
elindulnia a cél (Pz) felé (1. 4bra). Azonban még ha a taborbdl teli kulaccsal indult is, utkzben 1 litert megivott! A
hidnyt P;-ben poétolnia kell. Masrészt mikor P»-b6l jovet visszaérkezik Pj-be, kulacsa egészen iires, s hogy szomjan ne
haljon P; és a tabor kozott, Pi-ben tjabb liter viznek kell varnia. Igy Pi-be még két liter vizet kell eljuttatnunk. Ehhez
Py-bol két embert kell inditanunk (nem feltétleniil egyszerre) tele kulaccsal. P-ig megisznak 1-1 litert, ott letesznek
1-1 litert, s visszamennek a taborba a megmaradt 1-1 liter viziikkel.
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1. dbra

Osszesen harom kulacsot kellett tele tolteniink, vagyis a felhasznalt vizmennyiség 3 -3 = 9 liter.

Ha n = 3, akkor az el6z6h6z hasonloan 2 1 vizet kell eljuttatnunk az 1 napi jarofoldre levé Py pontba, s 2 litert Ps-be
is. Ha ez mar megtortént, akkor az expedicié egy tagja induljon el a taborbdl tele kulaccsal. Mire P;-be ér, kulacsaboél
1 liter hidnyozni fog, de ezt a P;-ben taladlhato 2 liter vizbdl poétolja. Most tovabbindul Ps-be, ott ismét potolja a
P, és P kozott elfogyasztott vizet. Pr-bdl teli kulaccsal indul a cél, Ps felé. Ott letesz 1 litert, mire visszaérkezik
Ps-be minden vize elfogyott. A Ps-ben maradt 1 liter vizzel visszamegy Pj-be, az ottani vizzel pedig szerencsésen
visszaérkezik a taborba.

Nézziik ehhez mennyi vizre van sziikség ! P>-be 1 liter vizet — az el6zGek szerint — 9 literbdl, Pi-be pedig 3 literbdl
tudunk eljuttatni, igy kell 34+ 2-3 4+ 2-9 = 27 liter.

Azt sejthetjiik, hogy ha a tdborban 3™ liter viz van, akkor a feltételeknek megfelelGen 1 litert el tudunk juttatni n
napi jaréfoldre. Lattuk, hogy ez n = 1,2, 3 esetében valdoban igy is van, s tegyiik fel, hogy n = 1,2,...,k — 1 mellett
ezt mar belattuk. k napi jarofoldre 1 liter vizet — az elGbbiekkel analog médon — ugy juttathatunk el, hogy elGszor
egy napi, 2 napi, ..., (k — 1) napi jarcfoldre 2-2 litert vitetiink (ehhez a taborban 2-3+2-3%+ ... 4+ 235! literre
van sziikség). Ezutén egyetlen ember teli kulaccsal nekivag a sivatagnak. Minden nap végén potolni tudja az aznap
elfogyasztott vizmennyiséget egészen a (k — 1)-edik nap végéig, onnan elvisz 1 litert a k napi jarofoldre levs pontba,
majd visszafelé is minden nap este megtalalja a kovetkez6 napra szitkséges 1 literét. A felhasznalt vizmennyiség

342:34+2-37+... 423" =14+3B-1)(1+3+3*+...+3")=3F



liter, tehat az allitds n = k mellett is igaz. A teljes indukcio elve alapjan a sejtésiinket — vagyis, hogy 3" liter viz
elegendé ahhoz, hogy n napi jaréfoldre 1 liter vizet eljuttassunk — bizonyitottuk.

Az eljarast kovetve a 3" literbsl a P, pontba osszesen 3" ! liter jut el, a Py-be 3"~ 2 liter, altalaban az i napi
jarofoldre levé P; pontba 3"~ liter. Az is konnyen lathato, hogy Pi_y és P; kozott az expedicionak Gsszesen 2 - 37°
tagja fordult meg (mindenkit annyiszor szamitva, ahdnyszor belépett ebbe az intervallumba), mégpedig ezek fele
P;_1-bdl P;-be, a masik fele P;-b6l P;_ felé tartott.

Az expedicié tagjainak indulasat ugy is megszervezhetjiik, hogy egyéltalan ne kelljen vizet tarolni a sivatagban. A
2. abran egy ilyen iitemezést mutatunk be n = 3-ra.
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2. dbra

Azt is sejthetjiik, hogy ez a 3™ liter viz nemcsak elegendd a feladat végrehajtasahoz, hanem sziikséges is: hogyan
is tudnank megtakaritani akar egy cseppet is? Vannak sejtések, melyek igazak, s vannak melyek nem. Sajnos ez a
sejtéslink az utobbi csoportba tartozik: mar n = 2 esetén sincs sziikség 9 literre. A feladat 6 liter vizbgl is megoldhat6
példaul a kovetkezs modon (3. dbra).
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3. dbra

Az expedici6 egyik tagja induljon el egy teli kulaccsal. Fél napi jar6foldre a tabortol igyon meg egy liter vizet. A
kulacsot a megmaradt két literrel tegye le, és menjen vissza a taborba. Osszesen egy napot toltott a sivatagban, s az
erre az id6re jaro 1 liter vizet el is fogyasztotta. Fél napi menetelés utan abbol a kulacsbodl, amit kollégaja az el6z6
nap ott hagyott, megiszik 1 liter vizet, s tovabbmegy. Estére az egy napi jarofoldre levé P; pontba jut. Innen méasnap
reggel 3 liter vizzel indul tovabb P»-be, ott letesz 1 litert, s iires kulaccsal érkezik vissza Pi-be. A tabor és P, kozott
feluton még egy liter viz var ra, igy emberiink baj nélkiil jut vissza a taborba.

A 3 liter viz megtakaritasat az tette lehet6vé, hogy az expedicio elsé tagja fél napi jarofold utan fordult vissza. Bar
elsé pillanatban ugy érezziik, ezt nem teheti meg, a feltételeket Gjra végigolvasva lathatjuk, hogy azok ezt nem tiltjak.
Ennek ellenére a legtobb megoldé ugy érezte, hogy a kdvetkezd megszoritas lappangva ott bujkal a feladat szovegében:

d) az expedicio tagjai napkézben nem dllhatnak meg és nem fordulhatnak vissza,
és természetesen mindenki ugyanakkora utat tesz meg egy nap alatt. Megmutatjuk, két kiilénb6z6 médon is, hogy e
feltétel mellett a 3" liter vizre sziikség is van.



Tegyiik fel tehat, hogy az a)-d) feltételek mellett sikeriilt az expedici6 tagjainak a feladatukat végrehajtani. Jeloljik
a tabortol ¢ napi jaréfoldre levs pontot Pi-vel (0 < ¢ < n), a P; poutba vagy azon tul eljuté vizmennyiségét v;-vel, és
x;-vel az expedicié azon tagjainak szamat, akik P;_1-b&l P; felé elindultak, mindenkit annyiszor szamolva, ahdnyszor
P;_1-et elhagyta. A d) feltétel szerint ezek mindegyike eljutott P;-be, s mivel mindenkinek végiil vissza kell jutnia a
taborba, azért P;-b6l vissza P;_1-be is pontosan x; tagja ment az expediciénak.
hat" a P; pontok kozott, s ugyanazt a P;—1 P; utat sokszor megteheti.

Ha a szallitast az expedicio tagjai Ggy szervezik, ahogyan azt korabban leirtuk, akkor v; = 3"~% (hiszen P;-be
Osszesen ennyi viz jut el) és x; = 3,

Tudjuk, hogy mindegyik z; nem-negativ, v, = 1 (ez a feladat), és azt szeretnénk megmutatni, hogy vy = 3".
Nézziik, mit tudunk!

P;_1-bé6l P; felé 6sszesen x; alkalommal indultak el, visszafelé is ugyanennyien jottek, tehat a két pont kézott 2x;
liter viz fogyott el (4. abra).
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4. dbra

Ezt a 2z; litert, tovabba azt a v; litert, amelynek P;-be kell jutnia, az x; darab, P;,_1-b6l P;-be tart6 ut alkalmaéaval el
kell tudni szallitani P;_;-b6l. Tehat egyrészt

(1) 3r; 2 22 +vi, (1=i<n)
masrészt
(2) Vi1 = 23 + vy (1 <;< n)

hiszen legalabb 2x; 4+ v; liter viznek el kell hagynia a P;,_; pontot.

A v, 2 1 feltétel alapjan (n napi jarofoldre legalabb 1 liter vizet kell eljuttatni), (1)-b&
(2)-b6l v,—1 =2 2+ 1 =3. Ismét (1)-b6l z,—1 = v,,—1 = 3, (2)-b8l pedig v,—2 =2-3+3 =
végiil is azt kapjuk, hogy vg = 3", ahogyan kivantuk.

A masik bizonyitas alapétlete a kovetkezs. A vizet a sivatag egy tavolabbi pontjara nehezebb bevinni, mint egy
kozelebbire, ezért ott a viz étékesebb. Mondjuk 1 liter viznek az értéke a taborban hg = 1, a tabortoél i napi jaréfoldre
peg h;. Ha a h; szamokat {igyesen vélasztjuk, akkor elérhetjiik, hogy az expedicié tevékenysége folyamén a még meglevd,
a sivatagban és a tdborban valahogyan szétosztott viz Osszértéke ne nGjon. S ha még ezt ugy is meg tudjuk csinalni,
hogy h,, = 3" legyen, akkor készen vagyunk : az expedici6 tevékenységének befejezésekor a viz értéke legalabb 3™
(hiszen van 1 liter, 3" értékd viz n napi jarofoldre), ezért kezdetben is legalabb ilyen értékid viznek kellett a taborban
lennie. Am a taborban 1 liter viz értéke csak 1, azért ez éppen 3" liter vizet jelent.

Az otlet kivitelezéséhez még egy észrevételre van sziikségiink. Ha az expedicié egy tagja a sivatagban tartézkodik,
akkor ezzel csokkenti az ott talalhatd viz értékét, hiszen ebbdl a vizbdél kell fedezni a taborba valé visszajutashoz
sziikséges mennyiséget.

Ezek utan lassuk az értékelést. Tegyiik fel, hogy vége van egy napnak, vagyis az expedicié minden tagja valamelyik
P; pontban (i egész, 0 < @ < n) tartozkodik. Jelolje e; a Pi-ben tartozkodo emberek szamét, v; pedig azt, hogy P;-ben,
valamint P;_; és P; kozott egyiittvéve hany liter viz van. Ehhez az allapothoz a kdvetkezé értéket rendeljiik:

l z, 2 v, = 1 adédik majd
9. Hasonldan tovibbmenve

3 3 ; 3 3
(3) = (vo — 560) + 3(1}1 — 561) +... —|—3l(vi - Eei) + ...+ 3"(vn - Een).
Allitjuk, hogy ez az érték nem né. Ebbsl mar kovetkezik, hogy az expedicio feladatanak végrehajtasahoz legalabb 3"
liter vizre sziikség van. Kezdetben ugyanis vf°*? és ef®*? kivételével az 6sszes tobbi vFe*? &5 eFe*? érték 0. A feladat
végrehajtasa utan eg? kivételével az osszes e;? értéke 0 — ez jelenti azt, hogy mindenki visszatért a taborba —, és ezért
et? = eb®*? tovabba vY? > 1 és v)? >0 minden 0 < i < n-re. A (3) altal definialt érték nem nétt, ezért
3

3n _ _e'Ug S vg S kezd S ,Ukezd _ §ekezd
0 = = = Y0 2 0 )

amibél valoban kivetkezik, hogy 3" < vk*?. Igy csak azt kell megmutatnunk, hogy (3) értéke nem né. Ehhez pedig
elegendd ellendrizni, hogy az a valtozéds, amit egyetlen ember okoz, nem lehet pozitiv, hiszen az Osszes valtozas az
emberek altal okozott valtozasok Osszege.



Legyen az expedicionak az altalunk vizsgalt tagja a P; pontnal. Harom dolgot csindlhat: P;-ben marad, el6remegy
P;11-be, vagy pedig visszafelé P;_1-be. Az elsé esetben P;-ben 1 liter vizet megiszik, azaz v;-t eggyel csokkenti, a
valtozas (—3°%), negativ. A masodik esetben z liter vizzel a kulacsaban (1 < z < 3) Piy1-be indul, akkor vs-t z-szel,
e;-t eggyel csokkentette, v;1-et (x — 1)-gyel, e;11-et pedig eggyel novelte. A vdltozds:

sy 3N
—31(95—5) +37% (21— 5) = 31(2z — 6) < 0.

Végiil a harmadik esetben, ha P;,_1-be x liter vizzel indul (és z — 1 literrel érkezik), akkor a valtozas

i—1 3 i 3 i—1
3 (x 1 2) 3 (:v 2)_3 (2 - 2z) 0.

Ezzel az allitast belattuk.

Masodik valtozat

Lattuk, hogy 2 napi jarofoldre 1 liter vizet 6 literb6l lehet eljuttatni. Ezt ennél kevesebbel mar nem lehet megtenni.
Ugyanis az, aki a vizet a célba juttatja, megiszik 4 litert (kettSt oda, kett6t vissza), és 1 litert letesz a sivatagban.
Ezt az 5 litert egyetlen ember hasznalja fel, de egyetlen alkalommal legfeljebb 3 litert tud magéaval vinni. Ezért vagy
visszafordul a tobbi vizért — de akkor 4 napndl tovabb tartézkodik a sivatagban, és legalabb 5 liter viz jar neki — vagy
valaki beviszi a sivatagba a tovabbi 2 litert —, de ekkor ennek az embernek jar még tovabbi 1 liter viz.

Nézziik meg mi torténik, ha a d) feltétel helyett olyan feltételt tesziink, amely megengedi, hoyg az expedicié tagjai
fél nap elteltével is visszaforduljanak :

d*) az expedicid tagjai napkozben nem dllhatnak meg, és visszafordulni is csak fél nap elteltével lehet.
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5. dbra

A d%) feltétel biztositja azt is, hogy a nap végére mindenki egész napi jarasra legyen a tabortol. Az ebben az
esetben is sziikséges vizmennyiséget az elsé megoldasban hasznaltakhoz hasonléan hatarozzuk meg. Ennek érdekében
tegyiik fel, hogy az expedicié sikeresen végrehajtotta a feladatat ugy, hogy a d*) feltétel is teljesiilt. Jelolje most is
P; a tabortol i napi jarofoldre levs pontot, és v; azt a vizmennyiséget, ami P;-be vagy azon tul eljutott. Legyen x;
azoknak a szama, akik P;_1-t6l P»_%—ig mentek (mindenkit annyiszor szamitva, ahanyszor ezt az utat megtette), y;
pedig azoké, akik t6l P-,%—b()’l P;-be mentek (5. abra). Az elsé utat persze csak délel6tt, a masodikat csak délutan
tehették meg. Természetesen P;%—t(ﬂ vissza P;_1-be is x; ember ment, P;-t6l P, %—ig pedig y;. Ez 6sszesen 2x; + 2y;

falnapos utat jelent, tehat az expedicié tagjai P;_; és P; kozott legalabb z; 4 y; teljes napot toltottek. Igy ezen az
utszakaszon legalabb x; + y; liter viz fogyott el. Ezt és a P;-be eljutott v; liter vizet P;_1-b6l el kellett hozni, tehéat az
alabbi egyenlétlenségeknek fenn kell &llniuk:

(4) 3z, 2 x; +yi + v,

(5) Vi1 2 X + Yi + s
Maésrészt P;-be Osszesen y; ember jutott el, és ezek vitték a v; liter vizet P;-be:

A (4)-6) Osszefiiggések és v, = 1 segitségével konnyen tudunk als6 korlatot mondani z;, y;, vi-re. (6) alapjan y, = 1, (4)-
b6l z, = 1, (5)-b6l pedig v, 1 = 3. Ismét (6) szerint y,, 1 = 1, majd (4)-b6l és (5)-b6l z,,_1 = 2 és v,_» = 6. Altalaban
Ui 2 3271y 2> 207 g > 2% (ezt példaul i-re vonatkozo indukcioval igazolhatjuk), ezért vy > 3 - 2771
Osszefoglalva, a tdborban eredetileg legaldbb 3 - 2"~ liter viz volt.

Annak meggondolasat, hogy ennyi vizzel a feladat a d*) feltétel betartasa mellett végre is hajthato, az olvasora
bizzuk. A 6. 4bran azt mutatjuk be, hogyan lehet 12 = 3 - 22 liter vizzel harom napi jarofoldre 1 liter vizet eljuttatni.
A korokbdl induld nyilak az expedicio tagjainak utjat jelzik, a szaggatott nyilak pedig azt, hogy ki és hol itta meg a
szallitott vizet.
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6. dbra

Harmadik vdltozat

Ahhoz, hogy harom napi jarsfoldre egy liter vizet az els§ valtozat szerint eljuttassunk, a taborban 3 = 27 literre
van sziikség. Ha a mésodik szerint akarjuk ezt megtenni, 3 - 22 = 12 liter is elég. Lehet-e ezt a vizmennyiséget meég
lejjebb szoritani? Bizony lehet: A feladat elvégzéséhez 10 liter is elég: Az expedicié munkajat példaul a kovetkezGképpen
szervezhetjiik (7. dbra). Az egyik (és feltehets, hogy egyetlen) tag az elsé nap haromszor fordul, és Gsszesen 9 liter
vizet 1/5 napi jarofoldre bevisz a sivatagba, a tizedik litert valamikor napkozben a tdborban megissza. Az els6 nap
végén 9 liter vizzel a sivatagban éjszakazik, 1/5 napi jarofoldre a tabortol. A mésodik nap ismét haromszor fordul, s
masodik éjszakajat 8 liter viz tarsasagaban a tabortol 2/5 napi jarofoldre tolti. Ebb6l a nyolc literbol egyet itthagy,
egyet a harmadik nap folyaman megiszik, s 6 litert — kétszer fordulva — tovabbi 1/3 napi jarofolddel beljebb visz.

R A z P;

1 1 1 AL
5 5 3 15 10
e
f‘-\
b gk
( . e
{7
At
C
”_‘E »
' ¢ _
e ‘|' ™ JT\ ' -
,‘ & R ot
- : J O )= @
[

7. dbra

Ezzel a P, pontot 1 —1/5—1/5—1/3 = 4/15 napi jarofold tavolsagra megkozelitette. Negyedik nap a 6 literbol kettét
innen tovabbi 4/15+1/10 tavolsagra visz és azt ott leteszi, majd visszamegy a sivatagban hagyott 4 liter vizhez, abboél
egyet megiszik, a megmaradt 3 literrel éppen P;-be jut, hiszen 3-4/15+2-1/10 = 1.

Nézziik, hogy az 6t6dik nap reggelén mi a helyzet. Emberiink tele kulaccsal egy napi jaréfoldre van. Py és Py
kozott a sivatagban (Py-tol 2/5 napi jarofoldre) egy liter, Py és Po kozott (Pr-t6l 1/10 napi jarofoldre) két liter viz van.
Minden el van rendezve tehat, batran nekivighat a célhoz vezets utnak. P és Py kozott odatton az egyik, visszaiton
a masik liter vizet issza meg, Py és Ps; kozott kulacsanak tartalméra tdmaszkodhat, végiil P;-bél visszafelé a taborba
szintén megtalalja az aznapra sziikséges 1 liter vizet.

Azt, hogy ennél kevesebb viz nem elegends, nem bizonyitjuk. Viszont megmutatjuk, hogy legaldbb (5/3)" liter
viznek lennie kell a tdborban ahhoz, hogy az expedicio tagjai n napi jaréfoldre be tudjanak vinni 1 liter vizet az a), b’),
c) feltételek mellett.

A bizonyitas modszeréiil a mar bemutatott ,értékelési eljarast" véilasztjuk. Ha egy nap végén a tabortol = napi
jarofoldre v, liter viz van, legyen annak értéke v, - (5/3)7; ha ott az expedicié egy tagja tartozkodna, annak értéke
—(3/2)-(5/3)". A fenti allitas azonnal kovetkezik abbol, hogy estérdl estére az Gsszes vizmennyiségnek és az embereknek
az értékét Osszeadva, ez az Osszeg nem néhet — ezt pontosan ugy lathatjuk be, mint az els6 valtozatban tettiik. Azt



pedig, hogy az Gsszérték nem néhet, gy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk: az expedicié6 barmely tagja altal egy nap
alatt okozott valtozas nem pozitiv. A teljes valtozas ugyanis az egyes tagok altal okozott valtozasok Gsszege.
Nézziik tehat az expedicié egy tagjanak egy napi atjat.

(._._:_.&M
C_’ g
L

N

D

8. dbra

Valamilyen M pontbol indul, ide-oda ingazik, s végiil egy N pontba jut el. A megtett ut legfeljebb egy napi jarofold. A
nap folyaméan megiszik dsszesen 1 liter vizet, s ennek értéke legalabb annyi, mintha ezt utjanak a taborhoz legkdzelebbi
pontjaban (L) fogyasztana el. Utja soran szallithatott vizet — természetesen minden pillanatban legfeljebb 3 litert —,
s ezzel a tevékenységével akkor noveli legjobban a viz Gsszértékét, ha a tabor felé iires kulaccsal megy, a tabortol
tavolodva pedig maximalis mennyiséget visz magéaval.

Feltehetjiik még azt is, hogy a pélya nem tartalmaz két, a sivatag felé zar6do hurkot" (9. abra).
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9. dbra

Vagjuk le ugyanis azt, amelyik a tdborhoz kozelebb kezdddik, és illessziik a masik végére. Ezzel a megteendd at nem
valtozik, ugyanakkor a hurok eredeti helyén — mondjuk a-t6l (a+x)-ig — szallitott viz értéke 3-(5/3)%-rol 3-(5/3)* *-re
nétt, vagyis a valtozas 3 - (5/3)% - ((5/3)* — 1), mig a hurok 4j helyén b-t6l (b + z)-ig lehet 3 liter vizet szallitani, s a
valtozas 3 - (5/3)" - ((5/3)® — 1), ami b > a miatt tobb, mint korabban.

A 10. abran azt mutatjuk be, hogy a hurkok ismételt ,levigasaval" végiil is milyen ttvonalhoz jutunk: az M pontbdl
el6remegyilink a K pontig, onnan vissza az L-ig és L-bdl el6re az N végpontig.

M
K

N
10. abra

Jeloljiik ezeknek a pontoknak a tabortol mért tavolsagat (napi jarofoldben kifejezve) a megfelels kisbettkkel. Az Gsszes
megtett at legfeljebb 1, tehat

(7) k—m)+(k-D+n-0<1, k2m, k21, n2>L.



Az 1tvonalnak a tab‘orhoz legkdzelebbi pontja M vagy L, igy az emberiink &ltal napkozben elfogyasztott viz értéke
legalabb (5/3)™" (™) fgy a megvaltozés legfeljebb

B3 BO) -G B ()] - (™

Az els6 tag azt fejezi ki, hogy emberiink az M pontbol az N-be keriilt; a masodik azt, hogy M-bél 3 liter vizet
K-ba szallitott; a harmadik, hogy szintén 3 litert vitt L-b6l N-be; végiil az utolsé tag a nap folyaman elfogyasztott viz
értékét becsiili meg. Elegend6 tehat megmutatnunk, hogy ez az érték nem lehet pozitiv, ha k, [, m, n olyan nem-negativ
mennyiségek, melyekre a (7) feltételek teljesiilnek. Kissé atalakitva, a bizonyitando egyenl6tlenség:

5\ " 5\ k 5\m 5\ 2 5\ min(l,m)

e ()2 ) e ) 42
(8) (3) + 3/ —\3 + 3 + 3 \3
Ha most k, [, m,n megengedett értékein beliil m-et és l-et rogzitve k-t és n-et egymastol tavolitjuk, akkor (8) bal oldala
né. Ezt a tavolitast csak akkor nem tudjuk megtenni, ha vagy k vagy n értéke ,megakad", azaz k = m,k = [, vagy

n = | valamelyike fennall.
Legyen k = m, akkor (7)-b6l (m +n) <1+ 21, m,n =1 és (8) a kovetkezGképpen alakul:

5y\n 5y\m 2\ /5\!
(= (D)
G) + () =(3)G
A bal oldal ismét akkor veszi fel legnagyobb értékét, ha n és m ,tavolsdga" a legnagyobb, vagyis ha n és m egyike [, a

masika [ 4+ 1. Ezekben az esetekben ez az egyenlStlenség fenndall.
Ha k = [, akkor (7) els6 egyenlGtlenségébsl n < 1 4+ m, a masodikbol &k = | = m, tehat min(l,m) = m. A

bizonyitandé egyenlGtlenség
(6) =)+ G -6)"
_ < (= + = (= — (=
3/ T \3 3 \3 3

nyilvanvaléan teljesiil. Hasonléan igazolhato (8) abban az esetben is, ha n = I. Ez pedig azt jelenti, hogy allitasunkat
igazoltuk: a feladat végrehajtasahoz legalabb (5/3)" liter vizre sziikség van.
Negyedik vdltozat

Lattuk, hogy (5/3)™ liter viz mindenképpen sziikséges, de az mar nem igaz, hogy ennyi elegendd is. Példaul n = 1-re
3 liternél kevesebb nem elég, és 3 > 5/3. Megmutatjuk viszont, hogy 4 - (5/3)" liter mar elég, még akkor is, ha azt a
tobbletfeltételt szabjuk, hogy

d*™*) az expedicio egyetlen tagja sem ingdzhat", azaz mindenki a sivatag egy pontjdig eldremegy, ott megfordul, s
visszatér a tdborba.

Definialjuk az a1, as, ..., valamint a by, be, .. ., sorozatokat a kovetkezSképpen: a; = by = 1; tovabba i = 1-re a;41
az a legkisebb egész, amelyre 3a; 1 = 2b;, valamint b; 1 = a;11 + b;. Az alabbi tablazatban a két sorozat kezdd tagjait
tintettiik fel:

i (12345671819
a; |1 |1|12]|3| 5|8 |14]|23)|38
b, |1]24]7]12]20 34579

Lassuk, hogyan tudunk a d** feltétel mellett 1 liter vizet n napi jarofoldre eljuttatni. ElGszor is inditsunk el a,
embert tele kulaccsal a sivatagba. Mindannyian nem egészen fél napi jaréfoldre leteszik a naluk levs 3-3 liter vizet,
s sietve visszafordulnak a tdborba, hogy azt még napnyugta el6tt elérjék. A taborba visszaérve isszak meg az erre a
napra jaré 1-1 liter viziiket. Ezzel majdnem fel napi jarofoldre 3a,, = 2b,_1 liter vizet juttattunk el. Masnap a,_1
embert inditunk teli kulaccsal. Dél felé (nem sokkal el6tte) elérik az el6z6 nap otthagyott 2b,,—1 liter vizet, megisznak
belGle Gsszesen a,,—1 liternyit, majd tovAbbmennek. Masnap az 1 napi jar6foldre levé Py ponttol valamivel kevesebb,
mint 1/4 napi jaréfoldre mindegyikiik leteszi az Osszes vizét — Osszesen 3a,—1 = 2b,—o litert —, majd visszafordulnak,
s még napnyugta el6tt elérik az elséként telepitett ,tartalyt". Ott megisszak a masodik napi fejadagjukat. Mivel egy
napi jarasnal kevesebbre vannak a tabortol, a harmadik napra jaré vizet mar otthon isszak meg.

Ezek utan a,_o ember indul atnak. Els6 nap az elsé tartalybol isznak, masodik nap a masodikboél, s a nap végére
elérkeznek Po-be. Harmadnap nem egészen 1/8 napi jarofolddel tovabbmennek, ott leteszik a naluk levd 3a,—o = 2b,—o
liter vizet, s visszafordulnak. Még napnyugta elétt elérik a méasodik tartalyt, s a kovetkez6 nap érkeznek az els6
tartalyhoz, az utols6 napi feladagjukat 6k is a taborban kapjak meg stb.

Miutan az az as = 1 darab ember is visszatért a taborba, aki a P,_s ponton tiil 1/2"_1 napi jarofoldre tette le
a nala levs 3 liter vizet, a Py és Py kozti tartalybol 2(an—1 + an—2 + ... + a2) liter hidnyzik, a P, és Py kozottibol
2(ap—2+ an—3+...+as liter, a Py és Ps kozottibol 2(a,—3+ an—a+ ...+ a2 stb. de ezekben a tartalyokban eredetileg
legalabb 2b,,_1, 2b,_o stb. liternyi volt, és b; = a; +b;_1 + ...+ az + 1 minden ¢ 2 2-re. Ezért mindegyik tartalyban
még legalabb 2 liter viznek kellett maradnia. Az expedico utols6 tagja tehat most mar eljuttathatja az 1 liter vizet
P,-be.



Nézziik 6sszesen héany liter vizet hasznaltunk fel. A taborbol a,, + ap—1 + ... + a2 + 1 = b, ember indult utnak.
Mindegyikiik 3 liter vizet vitt magéval, s az utolsét kivéve a tdborba vald visszatéréskor mindegyikiik még egy liter
vizet ivott. Ez Osszesen M,, = 4b,, — 1 liter, ezt az értéket kell megbecsiilniink.

Az a; szdmok valasztasa miatt 3a;11 < 2b; + 2, tehat

biy1 = aip1+b; = b +

[SUAR )

5
3
Ezt az Osszefliggést ismételten alkalmazva kapjuk, hogy

by < (g)"_b + ;(1 + g T (g)”_i_l) = (g)"_i(bi +1) - 1.

Innen 7 = 6 valasztassal kapjuk, hogy n = 6 esetén

M, < (g)" . (2)6(176 +1)-5<3,92. (g)”

Ha pedig n < 6, akkor kdzvetleniil is ellenérizhets, hogy M, < 4-(5/3)".



