1. Legyen ABC tetszdleges hdromszog, és vdlasszuk az A', B’ és C' pontokat egymdstol fiiggetleniil, egyenletes
eloszldssal rendre a BC, CA és AB oldalakrol. A sik Z pontja esetén jeldlje p(Z) annak a valdsziniségét, hogy az AA’,
BB’ és CC' egyenesek dltal hatdrolt hdromszég tartalmazza Z-t. Hatdrozzuk meg az ABC hdromszégnek azt a Z belsd
pontjdt, amelyre p(Z) a lehetd legnagyobbd.

Megoldas. Legyenek Z,4, Zp és Z¢ rendre az AZ, BZ és CZ egyenesek metszéspontjai az ABC haromszog
szemkozti oldalaval. Jelolje

__ BZa 8= CZp _AZc
a= e =i 8 1=p
azt, hogy ezek a pontok milyen ardnyban osztjak az egyes oldalakat. Ekkor
ZxC _BC-BZs | BZa _,
BC ~~ BC  BC %
és hasonl6éan 7oA 7B
BA . Zeb .
A" 1—73, illetve 1B 1—7.

A Ceva-tétel alapjan

 BZx CZp AZc BZy BC CZp CA AZc AB
T ZAC ZpA ZcB T BC  ZaC CA ZgA AB  ZoB
afy
(I-a)1—=p8)(1~-)

adodik, azaz
(1) afy=(1—-a)(1=pB)(1—7).

Konnyen lathato, hogy az AA’, BB’ és CC’ egyenesek &ltal hatérolt (esetleg elfajuld) haromszog pontosan akkor
tartalmazza a Z pontot, ha vagy BA' < BZ4 és CB' < CZp, valamint AC' < AZ¢ teljesiil; vagy akkor, ha BA" >
BZa, CB' > CZp és AC' > AZ¢ é&ll fenn. Ez azt jelenti, hogy

p(Z) = apy+ (1 -a)(l = B)(1—7) =2aBy =2(1-a)(1-B)(1 —),

az utobbi egyenléségek (1) miatt teljesiilnek. A szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséghbdl

Z
3 M = 3apfy < LM, illetve

2 3
2L - yaman-pn -y < 2202 f
kovetkezik, ahonnan
A Q 3—a—p—
23P(2)§ +§+’7+ 35 7:1

1
alapjan p(Z) < 1 adodik. Egyenl6ség pedig akkor dllhat, ha mindkét szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenségnél

1
egyenlség all, azaz ha a = 8 = ~ teljesiil. Ekkor azonban (1) miatt o = g = v = o azaL Z az ABC haromszog

sulypontja. Kénnyen ellendrizhets, hogy a sulypontra minden fenti becslés csakugyan egyenlGséggel teljesiil. Ez pedig
azt igazolja, hogy a feladat kérdésére a sialypont a valasz. O



Megjegyzés. A feladat konnyen megoldhato a baricentrikus koordinatak segitségével. Legyenek tehat o, 3, v az Z baricentrikus

koordinatai, azaz Z = az + ,8§ + 76, ahol Y jeloli az X ponthoz tartozd helyvektort és a4+ 8 + v = 1. Ekkor a
by
p(Z)=2-
D=2 BB+ eTa

kifejezést kell maximalizalni. Marpedig a szamtani és mértani kozép kozti egyenltlenségbsl

(a+B)B+7(y+a) >2VaB-2/By 2\/7a = 8aBy

adédlk, ahonnan
O(ﬂ O(ﬂ 1
p(2) = i < v o=

= GIAB It = Bapy 4

1
kovetkezik, egyenl@ség pedig kizarolag a = f = 7 esetén all. A kérdezett valoszintség tehat o = f = v = 3 esetén, azaz

a sdilypontra maximalis.
2. Vannak-e olyan f(x) és g(z) valds egyiitthatds polinomok, amelyekre az f(z)* — g(x)? polinom elsdfoku?

I. megoldas. Megmutatjuk, hogy nincsenek ilyen polinomok. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy
(2) f(@)® = g(x)® = ax + b, ahol a # 0.

Ez a formula akkor volna jol kezelhetd, ha a jobb oldalon teljes négyzet ellentettje &llna. Ennek érdekében bevezetjiik
az y véltozot, és alkalmazzuk az x = ( — y* — b) /a helyettesitést. Ekkor

42— b
a

flx)=1f ( ) = F(y2), illetve g(x) = G(yz)

teljesiil alkalmas F' és G polinomokra, ahonnan

(3) F(?)’ =G —v* = (G —v) - (G(1?) +v)

adodik. A bal oldali polinom fokszdma 6-tal oszthatd, ezért G nem lehet konstans. Ha F' konstans tagja 0, akkor
ugyanez G-re is igaz. Am ekkor a bal oldalon all6 polinom legalacsonyabb foku tagjanak foka 6-tal oszthaté, mig
a jobb oldalon all6 esetében ez a fok pontosan 2. Ezért a G polinom nem konstans, de van konstans tagja. A jobb
oldali két tényezs relativ prim, hiszen ha egy polinom mindkett6t osztja, akkor a kiilonbségiiket és az 6sszegiiket, a 2y
és a 2G(y*) polinomokat is osztja, 4m ez utobbi polinomok relativ primek, hisz 2G(y”) konstans tagja nem nulla.

A valos egyiitthatos polinomok korében érvényes a szamelmélet alaptétele, ezért (3) jobboldalanak mindkét té-
nyezGje egy-egy valds egyiitthatés polinom kobének konstansszorosa. Mivel minden valés konstans elGall valés szam
kobeként, azt kapjuk, hogy vannak olyan, valos egyiitthatos p(y) és ¢(y) polinomok, amelyekre

(4) p)’ =G(y?) —y,  illetve  q(y)’ =G(y?) +y

teljesiil. Lattuk, hogy G nem konstans. Ezért a (4) két jobb oldalan allé polinom legmagasabb foku tagja megegyezik
és legalabb mésodfoku. Ugyanez igaz tehat a két bal oldalon all6 polinomra is: p(y) és ¢(y) legmagasabb fokt nemnulla
tagja ugyanaz a cy”™ monom, ahol n > 1. Ekkor azonban a

(5) 2y = q(y)” = p(y)" = (a(v) = p(®)) - (a(¥)* + a(¥)p(y) + p(v)*)
egyenlGség jobb oldalan a masodik tényezében y*" egyiitthatoja 3¢® # 0, ezért a jobb oldal nem lehet els6foki. A kapott
ellentmondés a megoldas elején kimondott allitast bizonyitja. O

II. megoldas. Ismét indirekt bizonyitunk, tegyiik fel tehat, hogy
(6) f(2)® = g(x)> +r(x), ahol r(z) = ax+bés a # 0.

Nyilvan sem f, sem g nem lehet konstans, ezért deg f = 2k és degg = 3k valamilyen pozitiv egész k-ra. Legyen
d = ged(f, g). Ekkor persze d* | 3 — g? = r, am mivel r els6foki, d csak konstans lehet, vagyis f és g egymashoz
relativ primek. Most (6) mindkét oldalat derivalva az

(7) 3f(x)*f'(x) = 2g(2)g' () + 7/
egyenlGséget kapjuk, ahonnan a (6) r’-szeresébdl kivonva a (7) r-szeresét,
FA(fr = 3f'r) = g(gr' —29'r)
adodik. A bal oldal oszthaté azzal az f2 polinommal, amihez a jobb oldalon allé g relativ prim, tehat

(8) 2 lgr’ —2g'.



Ekkor azonban deg f? = 4k, mig gr’ — 2¢'r foka legfeljebb 3k. Raadasul ha a g f6egyiitthatoja d, akkor (gr’ —2¢'r)-ben
a 3k-adfoku tag egyiitthatoja
da — 6kda = (1 — 6k)da # 0.

Vagyis a gr’ — 2¢’r polinom nem lehet a nulla polinom, és a foka pontosan 3k.
Tehat a (8) szerint a 4k-adfoku f? osztéja a pontosan 3k-adfoki, nemnulla gr’ — 2¢'r polinomnak, ez pedig
lehetetlen. 0

Megjegyzések. 1. Vannak olyan nem konstans f és g polinomok, amelyekre f* — g% masodfoki, példaul (ar:2 + 2)3—(503 + 3:0)2 =
3z + 8. Igazolhato, hogy ez csak gy lehetséges, ha egyrészt f és g relativ primek, méasrészt pedig ha a fokszamaik deg f = 2
és degg = 3.

2. A feladat szorosan kapcsolodik az Gn. abce-sejtéshez, ami az alabbit mondja ki. Minden pozitiv e-ra van olyan C. konstans,
hogy ha a, b, c relativ prim pozitiv egészek és a + b = ¢, akkor ¢ < C; - rad (abc)HE. Itt rad(n) az n radikdljdt jeloli, azaz
az n kilénb6z6 primosztoinak szorzatat. (Pl. rad(2016) = 42, rad(2017) = 2017 és rad(2018) = 2018.) Az abc-sejtésbdl szamos
nehéz tétel és sejtés kovetkezik. Levezethets belSle példaul a nagy Fermat-tételt altalanosit6 Beal-sejtés gyengitése, miszerint
az a” +b™ =" egyenletnek csak véges sok olyan megoldasa van a pozitiv egészek korében, amelyre a, b, c relativ primek és n,
m, k mindegyike legalabb 3. Az abc-sejtésre jelenleg nem ismert altalanosan elfogadott bizonyitas. Igéretes fejlemény azonban
Mocsizuki Sinicsi japan matematikus 2012-ben publikalt 500 oldalas munkaja, amelyben egy egészen 4j elméletet dolgoz ki és
bizonyit szadmos szdmelméletet érints sejtést, tobbek kozott az abc-sejtést. Mocsizuki elmélete azonban annyira tjszerd, hogy
még jelenleg is tart annak ellenérzése. Tekintettel arra, hogy az intenziv munka ellenére még nem talaltak benne lényeges hibat,
konnyen elképzelhets, hogy a kozeli jovében bejelentik a sejtés megoldasat. Ha pedig ez megtorténik, valészinileg semmi sem
mentheti meg a szerzét egy igen tekintélyes matematikai dijtol, ami persze nem lehet a Fields-érem, hiszen azt 40 év felettiek
nem kaphatjak.

Ismert és bizonyitott azonban az abc-sejtésnek egy polinomos megfelelGje, az an. Mason-tétel. Jelolje rad(f) az f komplex
egyiitthatos polinom kiilonb6z6 irreducibilis faktorainak szorzatat. (Tehat rad(f) foka az f kiilonb6z6 komplex gyGkeinek szama.)
Legyenek f, g és h olyan komplex egyiitthatos relativ prim polinomok, amelyek nem mindegyike konstans és f + g = h. Ekkor
a Mason-tétel szerint

max (deg(f),deg(g),deg(h)) < deg (rad(fgh)) —1.
A Mason-tétel segitségével a kittzott feladat konnyen megoldhat6. Tegyiik fel tehat, hogy (5) teljesiil. A II. megoldasban

lattuk, hogy f, g relativ primek, tehat f>, ¢g* és r is azok. Nyilvan deg(f) = 2k, deg(g) = 3k alkalmas k pozitiv egészre.
A Mason-tétel szerint ekkor

6k = max(6k, 6k,1) < deg (rad(f3gzr)) —1=deg (rad(fgr)) —1<
< deg(fgr) — 1 = deg(f) + deg(g) + deg(r) — 1 = 5k,

ami ellentmondas, igy (5) nem teljesiilhet.

3. Egy n x n-es T tabldzat mezdibe egy-eqy szamot irtunk igy, hogy eqyik sorban sem szerepel kétszer ugyanaz
a szam. Bizonyitsuk be, hogy dt lehet rendezni a T-ben szerepld szdmokat gy, hogy az dtrendezés utdni T™ tdbldzat
minden sordban pontosan ugyanazok a szdmok dlljanak, mint amelyek T megfeleld sordban dlltak, de T* semelyik
oszlopdban se szerepeljen kétszer ugyanaz a szdm.

I. megoldas. Egy n X n-es tablazat k-dik oszlopanak hibdja legyen n — d(k), ahol d(k) jeloli a k-dik oszlopbeli
kiilonboz6 szamok szamat. A tdbldzat dsszhibdja pedig legyen a tablazatbeli oszlopok hibainak Gsszege. Azt kell iga-
zolnunk, hogy T sorain beliil lehet tgy permutalni az ott all6 szdmokat, hogy az igy kapott tablazat 6sszhibaja 0
legyen. Az alabbiakban egy olyan eljarast mutatunk, amely tetszéleges pozitiv 6sszhibaju tablazat esetén bizonyos
sorok alkalmas atrendezésével csokkenti az 6sszhibat. Mivel a szoéban forgd Osszhiba egész szdm, ezért e hibacsokkentd
lépés véges sokszori alkalmazasaval a tablazat 6sszhibaja 0-ra csokkenthetd, és ezzel a feladat allitasa bizonyitast nyer.

Tegyiik fel tehat, hogy T-ben — mondjuk — az els6 oszlop hibaja pozitiv. Ennek oka, hogy legaldbb két azonos
szam (mondjuk két 1-es) szerepel benne. Mivel 7' minden soraban legfeljebb egy 1-es szerepel, ezért T-nek lesz olyan
oszlopa, amiben nem szerepel 1-es. Az dltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a masodik oszlop ilyen. Egy G
iranyitott grafot definidlunk a T' tablazat els6 két oszlopaban eléfordul6 szamok (mint csicsok) halmazéan ugy, hogy
ha valamelyik sorban az elsé két elem ¢ és j (ebben a sorrendben), akkor G-be behuzunk egy i-bél j-be vezets élt.

Induljunk el az igy kapott G graf l-es cstcsabol, és haladjunk az iranyitott élek mentén. Két eset lehetséges.
Elsbb-utobb vagy egy olyan w (nyeld) csiucsba érkeziink, ahonnan nem vezet ki él vagy egy olyan v csticsba ériink,
ahol mar korabban jartunk. Mindkét esetben felcseréljiik a bejart éleknek megfelels sorok elsé két elemét. Ezaltal
az els esetben az elsé oszlopban csokken az 1-esek szama, mig a masodik oszlopban megjelenik egy 1-es, tovabb4,
a masodik oszlopbdl egy, az elsé oszlopban eddig nem szerepeld u elem keriil 4t az elsé oszlopba. Ett6l eltekintve az
egyes oszlophoz tartozé szamhalmazok nem valtoznak, tehat 7' Gsszhibédja 2-vel csokken. A masodik esetben az elss
két oszlophoz tartozé szdmhalmazok tugy valtoznak, hogy egy 1-es atkeriil az els6 oszlopbdl a méasodikba, mikdzben
egy ettdl kiilonboz6, az els6 oszlopban mar eddig is megtalalhat6 v szadm atkeriil a masodik oszlopbdl az elsGbe. Ezaltal
az els6 oszlopban 4ll6 szdmok halmaza nem valtozik, tehat az elsé oszlop hib4ja is annyi marad amennyi volt. Emellett
azonban a mésodik oszlop hibaja, és ennek megfelelGen a tablazat dsszhibaja eggyel csokken. Ezzel a hibacsokkentd
lépést leirtuk, a feladat allitasat igazoltuk.



II. megoldas. Készitsiik el azt a Gp paros grafot, amelynek egyik szinosztalyanak si,ss,...,s, cstcsait a T
tablazat sorai, a masik szinosztalybeli ai,as.... csticsokat pedig a T-ben talalhat6é szamok alkotjik. Az s; és a;
cstcsok kozott pedig akkor fusson él Gr-ben, ha az a; szam eléfordul a T' tablazat s; sordban. Vilagos, hogy minden s;
cstcs Gr-beli fokszdma pontosan n, mig tetszéleges a; cstics fokszama pedig legfeljebb n, hiszen egyfel6l minden sorban
pontosan n szam all, mésfelsl pedig minden szam legfeljebb n-szer (soronként egyszer) fordul el6 a T-ben. Kénig ismert
élszinezési tétele szerint tehat G élei kiszinezhetSk az 1,2, ..., n szinek felhasznaldsaval ugy, hogy a kozos végponttal
rendelkezé élek kiilonboz6 szint kapjanak.

Ennek a szinezésnek a segitségével az alabbi moédon rendezziik &t a 1" tablazat sorait. Mivel s;-b6l G'r-ben n
kiilonboz6 szind él indul, ezért ezen élek koziil pontosan egy (mondjuk s;a;) kapta a k-dik szint. Legyen ekkor a; a T
tablazat v; sordnak k-dik eleme. A G definicidja miatt a; szerepel a T' tablazat s; sordban, tehat az imént definialt
atrendezés valoban végrehajthaté a T' tablazaton. Mivel a fenti 7" minden egyes oszlopaban azonos szinre szinezett
éleknek megfelels szamok allnak, ezért T egyetlen oszlopaban sem allhat két egyforma szam. Nekiink pedig éppen ezt
kellett igazolunk.

Megjegyzések. 1. A feladat ,hatterét” a II. megoldas mutatja: voltaképp Kénig élszinezési tételével egyenértéki a bizonyitando
allitas. A triikk annyi, hogy a tablazat altal definialt ,szokasos” paros graf helyett (aholis az oszlopok és a sorok felelnek meg
a szinosztalyoknak, és a tablazat mez6i pedig az éleknek), itt az egyik szinosztalyt a sorok, a masikat pedig a mez6kben allo
szamok alkotjak, az éleket pedig az oszopok segitségével hatarozzuk meg. Erdemes végiggondolni, hogy mit is jelent a feladat
allitasa a ,szokéasos” értelmezés szerint. Azt kell igazolnunk, hogy barhogy is adunk meg a K, , paros graf A szinosztalyanak
minden csicsdhoz n kiilonb6z§ szint, a graf n? éle kiszinezhetd gy, hogy az azonos csticsbol induld élek szine kiilonb6z6 legyen
és emellett minden él szine az A-beli végponthoz megadott szinek koziil keriiljon ki.

2. Dinitz sejtése azt mondja ki, hogy ha egy n x n méretd tablazat mind az n? mezejéhez tartozik egy-egy n elemd halmaz,
akkor kivalaszthat6 ezen halmazoknak egy-egy eleme gy, hogy azonos sorban vagy oszlopban 4ll6 mez6khoz tartozé halmazokbol
ne valasszunk azonos elemet. Vilagos, hogy a sejtésbdl azonnal kovetkezik a feladat allitasa, ha hozzarendeljiik minden mez8ho6z
az adott mezd sordban all6 szdmokat. Dinitz sejtését Galvin igazolta, mégpedig abban az altalanosabb forméaban, hogy ha egy
G véges, paros graf minden éléhez legalabb akkora szinlista tartozik, mint a G-beli legnagyobb fokszam, akkor minden élhez dgy
véalaszthato a listajabol egy-egy szin, hogy az igy kapott szinezésben azonos szint éleknek ne legyen kozos végpontja. Erdemes
még megemliteni, hogy nem paros grafok esetén ugyanez az allitds azzal a valtoztatassal, hogy a szinlistdk mérete a G graf
élkromatikus szama (ami paros grafra Kénig tétele szerint épp a maximalis fokszam), nem mas, mint az an. listaszinezési sejtés,
amire a mai napig nem ismert bizonyitas.

3. Tobben prébalkoztak n szerinti teljes indukcié alkalmazasaval oly moédon, hogy az indukcioés 1épésben el6szor azt érik el,
hogy az utolsé oszlop elemei kiilonboz6k legyenek, majd a bal fels§ (n — 1) x (n — 1)-es tablazatra alkalmazzdk az indukcios
feltevést. Sajnos ebben a megkozelitésben semmi sem garantélja, hogy az utolso sor valamelyik (utolsotol kiilonb6z6 eleme) ne
egyezzen meg egy méasik elemmel ugyanabban az oszlopban. Mikédik azonban az n szerinti teljes indukcié akkor, ha megfelelGen
altalanositjuk a feladat allitasat: azt igazoljuk, hogy amennyiben egy k£ X n méretd tablazat mind a k sordban csupa kiilonb6z6
szam &ll, tovabba egyetlen szam sem fordul el§ n-nél t6bbszor a tablazatban, akkor lehetséges a sorokon beliil gy permutalni
a szadmokat, hogy minden oszlopban csupa kiilonb6z6 szam &alljon. Vilagos, hogy n = 1 esetén ez teljesiil. Tegyiik fel, hogy
n-re mar igazoltuk az allitast, és tekintsiink egy k x (n + 1) méretid tablazatot. A célunk ekkor az, hogy az utolsé oszlopba
gy rendezziink be kiilonb6z6 szamokat, hogy az els6 n oszlopra teljesiiljon az indukcios feltétel. Ehhez pedig minddssze azt
kell elérni, hogy az utolsé oszlopban egyrészt csupa kiilonb6z6 szam alljon, masrészt pedig minden olyan szam, ami pontosan
(n + 1)-szer fordul el a tablazatban, szerepeljen az utolsé oszlopban. A ,szokdsos” paros grafot definidlva, a Hall-tételb6l
konnyen lathatd, hogy egyrészt lehetséges az utolsé oszlopba csupa kiilonb6z6 szamot becserélni, masrészt pedig lehetséges gy
permutalni a sorokat, hogy minden olyan szam, ami (n + 1)-szer szerepel a tablazatban, az utols6 oszlopban is el6forduljon.
Az indukcios 1épés igazolasahoz azonban a két tulajdonsag egyiittes fennallasa sziikséges. Ezt pedig a Mendelsohn-Dulmage
tétel biztositja, amely szerint ha egy G paros grafban M; és M parositasok (azaz kozos végpont nélkiili élek halmazai), akkor
van olyan M parositas is G-ben, amely fedi az A szinosztaly minden M; altal fedett csicséat és a B szinosztaly minden Mo altal
fedett csucsat.

4. Erdemes végiil ramutatni egy masik, a feladathoz szorosan kapcsolodé kutatasi teriiletre. A Rota-sejtés azt allitja, hogy
ha egy n x n mérett tablazat minden mezejéhez egy-egy R"-beli vektor tartozik azzal a tulajdonsaggal, hogy az egy sorban 4llo
vektorokbol barmely R"-beli vektor elallithato skalarral valo szorzas és dsszeadds segitségével, akkor a tablazat sorain beliil
lehetséges a vektorokat gy permutélni, hogy minden oszlopra is teljesiiljon, hogy barmely R"-beli vektor elgallithato skalarral
valo szorzas és Osszeadas segitségével az adott oszlopban allé vektorokbol. A versenyen kittzott feladat felfoghato a Rota-sejtés
egy igen specidlis eseteként. Hasonlbéan a listaszinezési sejtéshez, jelenleg az altalanos Rota-sejtésre sem ismert bizonyitas.



