Legyen a keresett teriilet ¢,,. Az n =0, 1, 2 értékekre felrajzolva az f,, fiiggvényt (1. abra), lathatjuk, hogy to = 0,
t1 =1, ty =7, tovabba az a, = n(n + 1)/2 jelolés mellett a kovetkezs allitas igaz n = 0, 1, 2-re:

ha x < —ap, akkor f,(x)=—-z—ap,,
(1) ha —ap, < T < ap, akkor 0< fy(z)<n;
ha an <z, akkor f,(x)=z—a,.
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Mivel a,, — an—1 =n és f,(x) = ‘fn,l(:zz) —n/|, azért ha az (1) allitas igaz (n — 1)-re, akkor igaz n-re is (2. abra). Igy a
teljes indukcio elve alapjan (1) minden n-re teljesiil. A 2. dbra alapjan a ¢, teriiletet ugy kapjuk meg, hogy az ADFE
trapéz teriiletébdl levonjuk annak az idomnak a teriiletét, melyet az f,, fliggvénygorbe E és F' pontok kozti ive és az
EF szakasz hatarol. De ez nem maés, mint az f,_1 gérbe B és C kouzti ivének tiikorképe az y = n/2 egyenesre, tehat
a levonando teriilet éppen t,_1. A trapéz teriilete

BEAD+EF =n(an + an_1) = n>,
igy t,, = n® —t,,_1. Ezt az Osszefiiggést n helyett (n—1), (n—2), ... értékekre felirva, majd valtakozé elSjellel 6sszeadva,
azt kapjuk, hogy paros n esetén
(2) th=n>—-(n—-17+m-2%+...+2% -1
paratlan n esetén pedig
(3) th=n—(n—-1°+n-273+...-2° 413

hiszen tg = 0. Ezzel a feladatot megoldottuk.
Megjegyzés. tn-re nemcsak a (2), illetve (3) alatti kifejezést, hanem zéart alakot is megadhatunk. Ehhez a kévetkezd
azonossagbol indulunk ki:

8n® = [4n® 4 6n? — 1] + [4(n — 1)®> +6(n — 1)% — 1].
Ezt Gsszevetve a 8n® = 8t,, + 8t,,_1 Osszefiiggeéssel, azt kapjuk, hogy a 8t, — [4n3 +6n% — 1] (n =0, 1, 2,...) sorozat
szomszédos tagjainak Osszege 0, s mivel a 8t,, — 4n® + 6n* — 1 kifejezés értéke n = O-ra 41, azért a sorozat tagjai
felvaltva +1, illetve —1. Ebbél kapjuk, hogy 8t,, — [4n® + 6n* — 1] = (—1)", tehat

_And +6n% — 1+ (—1)"




