I. rész

1. Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket a valds szdimok halmazdn:

a) Va?—6x+9=3—uzx, (8 pont)

b) 2¢/1 —cos?x = tgx. (7 pont)
Megoldas. a)
Va2 —6r+9=3—uz,
(3-—z)?=3-ua,
|3 — 2| =3 —a.

Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha 3 —x > 0, azaz x < 3. Tehat az egyenlet megoldasa minden 3-nal nem nagyobb
valds szam.
b)

2v/1 —cos?2z =tgux,

: sinx
2Vsin? z = ,
cosx
. sinx
2|sinx| = ,
cosx
. sin x
2| sinx| — = 0.
CcOS T
Ha sinx > 0, azaz
(*) 2km < x < w4+ 2k,

ahol k € Z, akkor

. sinx
2sinx — =
Ccosx

1
sinx (2 — ) =0,
cosT

sine =0, vagy cosxz=0,5.

A (%) feltételt is figyelembe véve x = km, vagy © = % + 2km, ahol k € Z.

Ha sinz < 0, azaz
(%) m+ 2km < x < 21 + 2k,
ahol k£ € Z, akkor

. sinx
—2sinx — =
Ccos X
. 1
—sinx ( 2+ =0,
Ccos T
sinz =0, vagy cosz = —0,5.

4
A (xx) feltételt is figyelembe véve z = % + 2km, ahol k € Z.

2. Az ABC derékszégi hdaromszég befogéi BC = 6 cm és AC = 8 cm. A hozzd hasonlé A'B'C’ hdromszég A'B’
dtfogdja 30 cm. Mekkora az A’B'C’ hdromszég teriilete, a C' csicsbol indulé magassdga, siulyvonala és szogfelezdje?
(12 pont)

Megoldas.
Az ABC haromszog atfogoja 10 cm, teriilete ¢ = 24 cm?. Ezért a nagyitas aranya k = 3. Igy az A'B'C’ teriilete
r_2 . 2
t'=k*-t=216 cm”.
2 2.216cm® 216 ¢

F—WZI—5cm=14,4cm, 80/25215@11.
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18 cm K
s’
7 45°
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Az f szdgfelez6t az A’ DC’ és B’ DC’ haromszogek teriiletének felhasznalasaval szamoljuk ki:
Tapcn=Tapen+Tppon =

1 1
:5-f~24cm-sin45°—|—§-f-lScm-sin45°:

= 216 cm?.
Ebbasl )
2-216 216 - /2
- an V2 s 14,55 cm.
42 cm - § 21
. .. Lt A s PN . : 18 o
II. megoldas a szogfelezd kiszamitasara. Az A'B'C" haromszogben sina = 30 = 06 = o= 3687".
C'DA’<a = 180° — (45° + ) = 98,13°.
f sin36,87°

Az A'DC’ haromszdgben . Ebbél f ~ 14,55 cm.

24 cm sin98,13°

III. megoldas a szdgfelezé kiszamitasara. Szogfelez tétel szerint B'D : DA’ = 18 : 24. Ebb6l B'D = 90/7 cm.
Koszinusztétel a B’ DC’ haromszdgben: (90/7)> = f2 4 182 — 2f - 18 cos 45°. Ennek két megoldasa fi = 14,55 cm
és fo = 10,91 cm. Csak az els6 a jo megoldas, mert f nem lehet kisebb m.-nél.

3. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn:

a) xz + 3> 4z, (8 pont)
—4 3
b) rotens >0, (8 pont)
x
c) x2—4z+m =0. (9 pont)

Megoldas. a) Az f(z) = 2* — 42 + 3 fiiggvény két zérushelye z; = 1, x5 = 3, f(2) >0, ha z < 1, vagy = > 3.

b) Az értelmezési tartomany: x # 0. A t6rt nemnegativ, ha a szamlalé és a nevezd azonos elGjeld, illetve ha
a szamlalo 0. Ez 0 < x < 1, illetve x > 3 esetén teljesiil.

c) Ertelmezési tartomany:

(*) x # 2.
Legyen y = (x — 2)2, ekkor z2 — 4z = y — 4, az egyenlet

3
y—4—|—§:0 = Yy —4dy+3=0.

Ennek megoldéasai y; = 1, yo = 3. A hozzajuk tartoz6 z-ek: #1 = 3, 20 = 1, 25 = 2+V3, 24 = 2—V3. Az y = (x — 2)2—
tel valo beszorzas kivételével a lépések ekvivalens atalakitasok voltak. A kapott gyokok nem esnek egybe (x)-gal, ezért
mind a négy gyok jo.

Maisodik megoldas a c¢) feladatra:

3
x2—4x+72:0,
(x—2)
3
2
—4 — =0.
v $+3:2—433—|—4

A nevezgvel beszorozva:
zt — 823 4+ 2022 — 162 + 3 = 0.

Eszrevéve, hogy =1 = 1 és x5 = 3 megoldésok, az egyenlet szorzatta alakithato:

(x—1)(z—3)(2* —4z+1) =0.

Az 2% — 4z 4+ 1 = 0 egyenlet megoldasai x5 = 2+ V3, 24 =2 — V3.
A kapott gyokok jok.



4. Azy =3x+12, azy = —3x + 12 egyenesek és az x tengely dltal hatdrolt hdromszogbe az abra szerint az ABCD
derékszogd trapézt irjuk. Hogyan vdlasszuk meg az A(a;0) pontot, hogy a trapéz terilete mazimdlis legyen? Mekkora ez
a mazimdlis terilet? (14 pont)

R
D(=40) 0] A(@0) Az

Megoldas. A B pont illeszkedik az y = —3z + 12 egyenesre, ezért koordinatai: B(a;12 — 3a), a tébbi csics
C(—a;12 — 3a) és D(—4;0).
A trapéz alapjai 4 + a és 2a, magassaga 12 — 3a, ezért teriilete

~ (4+3a)(12 - 3a)
(*) t= 5 .

A szamlaloban a két tényezs Osszege allando, ezért a szdmtani és mértani kozép Osszefliggése szerint:
(4 + 3a)(12 — 3a) B (4+3a+212—3a)2
2 - 2
Lathato, hogy ¢t nem lehet nagyobb 32-nél, ennyi akkor és csak akkor lehet, ha 4 + 3a = 12 —3a = a = 4/3. Tehat

a = 4/3 esetén lesz a trapéz teriilete a legnagyobb, ennek értéke ¢ = 32.

Masodik megoldas (x)-tol.

4+3a)(12-3 9 9 38
t:( +3a)( a):——a2+12a+24=——(a2——a)+24=

t: :32.

2 2 2 3
9 4\? 16 9 4\ 2

- = ~2) 2 +24=—Z(a-2 2.
[ R

9 4\?
5 (a — §> <0, ezért t nem lehet nagyobb 32-nél, ennyi akkor és csak akkor lehet, ha a = 4/3.

Harmadik megoldas (x)-tol. A

44 3a)(12 -3 9
t(a) = (4 + 3a)( %) = (—=a®+12a+24
2 2
maésodfoku fiiggvény két zérushelye a szorzat alakbol konnyen leolvashatéd: a1 = —= és ay = 4. A fiiggvény szélsGértéke
4 4
a két zérushely szamtani kozepénél, a = g—nél van, t 3)= 32. Mivel ez pozitiv, ezért ez t maximuma. (Vagy azért

van itt maximum, mert a polinom alakbél lathato, hogy a mésodfoku tag egyiitthatéja negativ.)
Negyedik megoldas (x)-tol.

(4+30)12 =30) _ —gaQ +12a + 24.

t(a) =

t'(a) = —9a + 12. Ennek zérushelye a = 4/3-nél van.



Mivel a t(a) mésodfoku fiiggvényben a masodfoku tag elGjele negativ, ezért a derivalt zérushelyénél a fliggvénynek

4
maximuma van. Ennek értéke ¢ (g) = 32.

II. rész

5. Az ABCD trapéz AB alapja 12 cm, a szdrak: BC =8 cm és DA =5 ecm. Az ABC szog 30°-0s. Mekkora a CD
oldal, és a trapéz tobbi szdge? A CD oldal hosszdt cm-ben, a szégeket fokokban, két tizedes jegy pontossdggal adjuk

meg. (16 pont)
i 8
Megoldas. A CBE haromszogben % =z Ebbél sina = 0,8, a; = 53,13°, vagy as = 126,87°. Mindketts jo
in
megoldas.

A hozzajuk tartoz6 EC B szog: ha o = 53,13°, akkor ADC<t = 126,87°, DC'B< = 150°,

12 —¢ _ sin 96,87 . =207 cm.

5 sin 30°
Dc¢C D c C
5
/5 S 5 NG
(e //(;z 30° o “a 30°
Ac¢ E 12—c B A c E 12—¢c B

Ha o = 126,87°, akkor ADC<t = 53,13°, DCB< = 150°,

12—c¢ sin23,13°
= am30° = ¢ = 8,07 cm.

Miasodik megoldas. Az ABC haromszogbdl koszinusztétellel:
CA = /41,72 = 6,46 cm.
sin «

. 4 _ 8 3 —
Szinusztétellel Sn30° %, sina = 0,6193.

30°

B

Mivel o nem a legnagyobb oldallal van szemben, ezért csak hegyesszog lehet:
a=CAB< = 38,26° = ACD<.

sin § 6,46 .
Sn3saec 5 0 Smo=08

Nagyobb oldallal szemben hegyes- és tompaszog is lehet: ADC< = 126,87°, DAB< = 53,13°, DAC< = 14,87°,
ujabb szinusztétellel ¢; = 2,07 cm, DCB< = 150°.

ADC<« = 53,13°, DAB< = 126,87°, DAC< = 88,61°, tjabb szinusztétellel co = 8,07 cm, DCB< = 150°.

Az ADC haromszoghdl szinusztétellel

Harmadik megoldas. A trapézt magassagaival egy téglalapra és két derékszogi haromszogre bontjuk. Itt egy-
szertibbek a szadmitasok, de el6re tudni kell, hogy két megoldas lehet.




PC =8 cm-sin30° = 4 cm,
PB =8 cm-cos30° = 6,93 cm,
DQ=CP=4cm =

= AQ = \/ﬂ =3 cm,
c=QP=12cm—-6,93 cm — 3 cm =
= 2,07 cm,
sin BAD<=4/5 = «=53,13°,
ADC< =126,87°, DCB< = 150°.

ot

R
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II.

PC =8 cm-sin30° = 4 cm,
PB =8 cm - cos30° = 6,93 cm,
DQ=CP=4cm =
= AQ = /5% —4%2 =3 cm,

c=QP=12cm+3 cm — 6,93 cm =
= 8,07 cm,

sinQAD< =4/5 = a=53,13°=ADCq,
DAB< = 12687°, DCB< = 150°.

6. A pozitiv koriljirdsi, egyenld sziri ABC hdromszdg két csicsa A(3;0) és B(7;3). A C csics az y tengelyen
van. Hatdrozzuk meg a C csics koordindtdit, és a hdromszdg teriletét. (16 pont)

Megoldas.
Ha CA = CB, akkor C illeszkedik AB felezs merdlegesére.

F(5:15), AB(4:3) —> fap: 4z + 3y = 24,5,

49
Ennek az y tengelyen levs pontja Cy (O; ?)




AB = 5. Ha AC = AB = 5, akkor C illeszkedik az A kdzéppontd 5 sugart (z —3)% + y?> = 25 korre. Ennek
az y tengelyen levs pontjai C2(0;4) és C5(0; —4).

Cs esetén nem pozitiv koriiljardst a haromszog.

B és az y tengely tavolsaga 7, ezért BC' = BA nem lehet.

25 5-2 125
FCi=—, i T = 3 =27,
1 3 12y LABC, 5 6
—
/@(4; 3), AC3(—3;4), szorzatuk 0, ezért az ABC5 haromszog derékszogi,
5-5 25
TaBc, = -5 3

Megjegyzés. Lehet az ABCy és ABCy haromszogek teriiletét gy is szamolni, hogy az ODBCY, illetve az ODBCsy
derékszogl trapéz teriiletébdl levonjuk a megfeleld derékszogl haromszogek teriiletét.

7. Az a paraméter mely értékei esetén van pontosan egy megolddsa a kévetkezd egyenletnek?
(1) 25% — (a—1)5"+2a+3=0.

(16 pont)
Megoldas. Legyen t = 5*.
(1)-nek akkor és csak akkor van pontosan egy gyoke, ha a t? — (a — 1)t + 2a + 3 = 0 egyenletnek

a) egy gyoke van és az pozitiv, vagy
b) két gyoke van és azok koziil pontosan egy pozitiv.
a) D=a*—-10a—11 =0,
ebbdl a = —1, ekkor t = —1, ez nem jo,
vagy a = 11, ekkor ¢t = 5, ez jo, (1)-b6l z = 1.
b) D >0 és 2a+ 3 < 0 esetén t-re egy pozitiv és egy negativ gyok van.

D >0,haa<—1,vagy a >11.2a+3 <0, haa < —3/2.
Ennek ko6z6s része a < —3/2.

Ha 2a + 3 = 0, akkor az egyik gyok ¢; = 0, de a masik negativ, ezért ez nem lehet.
Tehat (1)-nek pontosan egy gyoke van, ha a = 11, vagy a < —3/2.

8. Az ABC hdromszdg AB oldala, mint dtmérd kiré irt kér az AC és BC' oldalakat a D és E pontokban metszi.
A DE egyenes felezi az ABC hdromszig teriiletét, és az AB egyenessel 15°-0s szoget zdr be. Mekkordk az ABC
hdromszog szdgei? (16 pont)

Megoldas. ABED hirnégyszog, ezért DEC< = DAB< és CDE< = ABE<, igy EDC/A ~ ABCA.
Ha Tgpon = 1/2 - Tapca, akkor a hasonlosag ardnya 1/\/5 Ezért a két hasonlé haromszogben pl. a [ szoggel

szemkozti oldalak ardnya 1/v/2, igy az AEC derékszogl haromszogben a CE befogd 1/v/2-szdrdse az AC atfogonak,
emiatt FC A< = 45°.

Az ABC/A-ben a + 8 = 135°, 8 pedig a BEF A kiils6 szoge, ezért 8 = a + 15°. Ezekbdl o = 60° és 8 = 75°.

9. a) Hdny olyan négyjegyi szdam van, amelyben kétféle szamjegy szerepel, és mindegyik kétszer? (8 pont)
b) Ha az ilyen tipusi szdmok kézil véletlenszeriden kivdlasztunk egyet, akkor mennyi a valdszindsége, hogy 4-gyel
oszthatd szdmot vdlasztunk? (6 pont)

c) Mely n természetes szim, és x és y szamjegyekre lesz

14+243+...+n=Tyzy? (7 pont)



Megoldas. Az els6 szamjeggyel megegyezhet a 2., a 3., illetve a 4. jegy, ezért haromféle lehet az adott tulajdonsagu
szam: TTyy, Tyxy és TyyT alaka. Ezekben x értéke nem lehet 0, ezért 9-féle lehet. y lehet 0, de y # x, ezért y is 9-féle
lehet, tehat mindegyik tipusbol 81, dsszesen 243 megfeleld szadm van.

b) Egy négyjegyt szam akkor és csak akkor oszthato 4-gyel, ha az utolso két jegybol allo szam oszthatod 4-gyel.

Az Txgy tipust szamok 00-ra, 44-re vagy 88-ra végzGdhetnek. A 00-ra végzoddk el6tt 9 féle = jegy, a 44-re vagy
88-ra végzGdok el6tt 8-8 féle x allhat, tehat Osszesen 25 megfelel§ szam van.

Tyxy akkor és csak akkor oszthatd 4-gyel, ha Ty oszthatd 4-gyel, és x # 0. 12-t61 96-ig Gsszesen 22 néggyel oszthato
szam van, de ezek koziil a 44 és a 88 nem jo, tehat 6sszesen 20 db megfelel§ szadm van.

Tyyx akkor és csak akkor oszthato 4-gyel, ha gz oszthato 4-gyel, és x #0.

7T 04-t6] 96-ig Osszesen 24 féle lehet, de ezek koziil a 20, 40, 44, 60, 80 és a 88 nem jo, tehat Osszesen 18 db megfelels
szam van.

Tehat annak a valésziniisége, hogy 4-gyel oszthatd szamot kapunk:

2%54+20+18 63 7
P="oi3 T a3 a7 20

1
c)14+243+...+n= % Ez akkor lesz négyjegyt, ha 45 < n < 140.

Tyzy = 1000z + 100y + 10z + y = 101(10z + y).

Az n(n+1) =2-101(10z + y) egyenlet megoldasait keressiik, ahol 45 < n < 140.

A jobb oldal oszthatoé a 101 primszammal, ezért n vagy n + 1 is oszthatd vele. Az adott intervallumban csak
n =101, vagy n + 1 = 101 lehet. Mindkett6 j6 megoldast ad.

n=101esetén 1 +2+3 + ...+ 101 = 5151, tehat z =5, y = 1.

n =100 esetén 1+ 2+ 3+ ...+ 100 = 5050, tehdt x =5, y = 0.



