I. rész

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket a rendezett valds szdmpdarok halmazdn:

T +3 y—272
r=10—y o -
a ’ b
T+ Y-

(11 pont)
Megoldas. a) A keresett rendezett valos szamparban az x nem negativ valos szam lesz (a négyzetgyok miatt), az y
tetszoleges valos szam lehet. A masodik egyenletbdl az y = 3v/z-et behelyettesitve az els§ egyenletbe az x = 10 — 3v/x
egyenletet kapjuk. Ez /z-re masodfoki: (\/5)2 +3Vz—-10=0.
Az egyenlet két megoldasa: (v ), = 2, (vV&), = —5. A mésodik eset nem ad valos megoldast. Az els6 esetbol
kapjuk, hogy x = 4. A hozzatartozo6 y érték: y = 3v4 = 6.
A keresett rendezett szampéar: (z;y) = (4;6). Ez valoban megfelel a feladat Osszes feltételének.

3 _
b) Lathatoan: z # —3, y # 2. Legyen: xl— = a, Y 3 = b. Ekkor a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:
a—b=2,
1 n 1 4
a b 3

Az els6 egyenletbol az a = (b + 2)-t behelyettesitjiik a masodik egyenletbe:

1

bro

S =
w

Beszorzunk a 3b(b + 2) kozos nevezével, majd az alakitasok utan masodfoku egyenletet kapunk: 20> +b—3 =0. A két

1
gyok: by = —5 by = 1. Az ezekhez tartozo a értékek: a; = 3 as = 3.

)
Ezek alapjan a keresett (z;y) rendezett valos szampéarok: (—1; —§>, (9;5). A feladat feltételeinek mindkét par

megfelel.

2. A Fdévdrosi Nagycirkusz Dima kardcsonya cimd eldaddsa eqy kisfii dlmdrdl szol.

a) Az elsé felvondsban nyolc misorszam ldthatd. Dima dlmdt tegyik viltozatossd, és legyen minden eldaddson eltéré
ezeknek a misorszamoknak a sorrendje. Mennyi ideig jdtszhatndk igy ezt az eldaddst, ha egy héten nyolcszor ldthatja
a kézonség?

b) Az egyensiilyozd mivész nyolc geometriai formdt tesz eqgymdsra, és ezeknek a tetejére dllva zsonglorkadik. Van
hdrom darab egyforma dllé hengere, két darab egyforma fekvd hengere és hdarom darab egyforma kettéskipja. Hdanyfé-
leképpen rakhatja ezeket eqymdsra?

¢) Az egyik misorszamban ot oroszlin szerepel. A jelenet mdsodik felében mdr csak hdrom oroszlin marad a poron-
don, és ez barmelyik hdrom lehet. Hanyféleképpen hagyhatjik el az oroszlinok a jelenet végén a porondot?

d) Az elefant szamdra négy sorszdmozott kosdrban tiz egyforma almdt helyeznek el, amit a midsorszdm alatt juta-
lomként megkap az elefant. Hanyféleképpen lehet az almdkat elhelyezni a négy kosdrban? (12 pont)

Megoldas. a) A nyolc miisorszam permutéaciojarol van szo, ezek szama: Py = 8! = 40 320. Mivel egy évben 52-szer
8 el6adas van, ezért a 40 320 és a 416 hanyadosat kell venniink, ami egy tizedesre kerekitve 96,9.

Vagyis kozel 97 évig jatszhatnak ezt az elGadast.

b) Most nyolc geometriai forma permutacidinak szamat kell meghataroznunk, de a széveg alapjan latjuk, hogy
vannak kozottiik azonosak. Ezért ismétléses permutaciorol van szo. Ezek szama:

o 8! 40 320
P33 — = = 560.
8 31.21.31 6-2-6

Vagyis 560-féleképpen adhatja el ezt a miisorszamot az egyensilyozo.

¢) Barmelyik harom oroszlan bent maradhat a szam végére, és ezek valamilyen sorrendben elhagyjak a porondot.
Vagyis az 6t oroszlan harmadosztalya variacioirél van sz6. Ezek szdma: V53 =5-4-3=60.

Vagyis 60 kiilonboz6 eset lehetséges.

d) Jeloljik az almakat karikdkkal, a négy kosar kozott pedig képzeljiink el egy-egy fiiggéleges vonalat. Vagyis
aQOOI0011OOOOQO jelsorozat azt jelenti, hogy az elsé kosarban 3 db, a masodikban 2 db alma talalhato,
a harmadik kosar most {ires, a negyedikben pedig 5 db alma van. Meggondolhaté, hogy az igy készitett jelsorozatok



és a kosarba rakott almak esetei kolcsondsen egyértelmien egymashoz rendelhetSk. Szamoljuk Gssze a jelsorozatok
szamat. Sorba kell raknunk 10 egyforma karikat, és 3 egyforma fiigg6leges vonalat. Ezek szama:

pl03 _ 131 11-12-13
13 10! - 3! 1-2-3

Vagyis 286-féleképpen oszthato szét a tiz alma a négy kosarba.

= 286.

Megjegyzés. Pontosan 13 jelet kell sorba raknunk, és csak 3 helyre keriil fiigg6leges vonal, a tobbi karika. Annyi
eset lehetséges, ahanyféleképpen a 13 hely koziil kivalaszthatjuk azt a hdrmat, ahova a fiiggtleges vonalakat tessziik.

13
Ezek szama: C3y = <3) = 286.

Ha valaki ismeri az ismétléses kombinaciok szamat meghatarozé képletet, akkor azzal azonnal megkapja a helyes

végeredmeényt: (4 10 1) = 286.
10
3. A matematika dolgozatban egy n ponti teljes graf éleinek szdmdt kellett meghatdrozni.
Ugyet Lenke az n oldali sokszig dtldinak szimdra vonatkozo képletet haszndlta, és rdaddsul az igy kapott szdim
két utolsé szamjegyét véletleniil felcserélte. Ugyetlenkedéseinek ellenére helyes végeredményt kapott. Hany pontd grdf
szerepelt a dolgozatban? (14 pont)

Megoldas. Gondoljuk meg, hogy a két szam kiilonbsége a sokszog cstcsainak szaméat adja. Ezt a megallapitdsunkat
a két képlet ismeretében algebrai atalakitadsokkal is megmutathatjuk:

nin—1) nn-3) n*—n—-n*+3n _

2 2 2

Tudjuk, hogy az élek szdma és az atlok szama legalabb kétjegyd, kiilonb6z8 egész szamok, hiszen a kisebbikben a két
utolséd szamjegyet Lenke fel tudta cserélni. Belatjuk, hogy két ilyen szam kiilonbsége 9-cel oszthato.

-1 -3
Legyen % = 100a 4 10b+ ¢, ekkor % = 100a + 10c+ b, ahol a természetes szamot, b és ¢ szdmjegyeket

jelol, tovabba b > c. Ekkor
nn—1) n(n-23)

) - ) =n=10b—c)+c—b=9(b—c).

A b—c értéke a feltételek figyelembevételével: 1,2,3,...,9, vagyis n-re kilenc darab 9-cel oszthatd szam lehet&sége
adodik. Ezeket a lehetséges eseteket tablazatban rogzitjiik:

n 9 | 18 | 27 | 36 | 45 | 54 63 72 81
n(n — 3)
— 27 | 135 | 324 | 594 | 945 | 1377 | 1890 | 2484 | 3159
n(n—1)
—5 36 | 153 | 351 | 630 | 990 | 1431 | 1953 | 2556 | 3240

Az n-hez tartozd szampéarok koziil csak a 135 olyan, hogy a két utolsod szamjegy felcserélésével a méasik szamot
kapjuk.
Vagyis n = 18, azaz 18 pontu graf szerepelt a dolgozatban.

4. Adott a koordindtarendszerben az e: x — 2y = 0 egyenes és az A(14;2) pont. Tudjuk, hogy AC = BC, ahol C
illeszkedik az e egyenes elsd negyedbe esd részére, B illeszkedik az x tengelyre, és CB pdrhuzamos az y tengellyel. Adjuk
meg a C és B pontok koordindtdit. (14 pont)

Megoldas. Legyen C(2¢; ¢), ahol ¢ egy pozitiv szamot jelol, ekkor C' illeszkedik az e egyenesre. A feladat feltételei
szerint ekkor B(2¢;0) lesz. Fejezziik ki a koordinatak segitségével az AC és BC' szakaszok hosszat. Az AC szakasz
hosszat megkaphatjuk a tavolsagképlet felhasznélasaval:

AC = \/(14—2c)2+(2—c)2 = /196 — 56¢ + 4¢2 + 4 — 4c+ ¢ = \/5¢2 — 60c + 200.

A BC szakasz parhuzamos az y tengellyel, hossza: BC' = c¢. Tudjuk, hogy AC = BC (azaz AC? = BC2), ezért
5¢? — 60c+ 200 = ¢*. Rendezés és 4-gyel valé osztas utan a ¢ — 15¢+ 50 = 0 masodfoku egyenletet kell megoldanunk.
A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggéssel is jol lathato: ¢; = 5, ¢ = 10.

Vagyis két megoldas van. A keresett pontok koordinatai:

I eset:  B1(10;0), C1(10;5),
II. eset: B3(20;0), C2(20;10).

II. rész



5. Egy feldolgozoiizem adott térfogatu, henger alaki konzervdobozokat szeretne gydrtatni.

A dobozoknak a paldstja és csak az egyik feddlapja lesz cimkével boritva. Milyen alakd hengert kell terveztetniik,
hogy a cimkézendd felilet a lehetd legkisebb legyen? Adjuk meg a henger magassdga €s a sugara kézotti kapcsolatot.
(16 pont)

%
Megoldés. A henger térfogatképletébdl kifejezziik a henger magassagat: m = ——. Ekkor a cimkézendo feliilet
r2m
nagysaga:

Vv 2V
P+T=2T‘7T'm+7‘27T=2T‘7T-2—+T27T=—+T27T.
r2m r

Ez a kovetkezs alakban is irhato: oy vV v
P+T=""1rr=— 4+ — +7%rm.
T T T

Vv
Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget —, — és r27 értékekre:
r’or
srrArT WV V.
3 “Vr or
vV v
— 4+ — 42 >3- VV2.x.

r r

r2m,

Az egyenl6tlenség jobb oldalan konstans szerepel, hiszen V' értéke adott volt. A bal oldalon &ll6 haromtagi Gsszeg
akkor lesz minimélis, ha pontosan ezzel a konstanssal egyenls. Egyenl6ség pedig akkor és csak akkor van, ha a harom

\% \%
tag értéke egyenls. Vagyis: — = r?m. Ebb6l kapjuk, hogy r = {/—. Visszahelyettesitéssel kifejezhet a henger
r T

magassaga is:
|4 3|V

(B

Azt kaptuk, hogy m = r. Vagyis olyan hengerekre lesz sziikség, amelyben a magassag egyenls az alapkor sugaraval,
akkor lesz a cimkézendd feliilet adott térfogat mellett minimalis.

2V
Megjegyzés. A megoldas soran kideriilt, hogy az f(r) = — + 27 hozzarendelést fiiggvény minimumbhelyét kell
r

megkeresniink. Ezt derivalassal is megkaphatjuk:

2
fr)y=02v- ril)l + (r27r)/ =2V (—r )+ 2r1 = —r—‘z/ + 2rm.

Vv
SzélsGértek a derivalt zérushelyeinél lehet, ezért sziikségiink van az rm — — = 0 egyenlet megoldaséra. Az egyenlet
T

\%
egyediili megoldasa az r = {/—, ami azt jelenti, hogy az f (r) fiiggvénynek csak ezen a helyen lehet szélsGértéke.

Megvizsgalhato, hogy a derivalt ezen a helyen elGjelet valt negativbol pozitivra, ezért itt minimumhelye van a vizsgalt
fliggvénynek. Innen ugyanahhoz a megallapitashoz jutunk, mint az el6z6 megoldéasban.

6. a) Hatdrozzuk meg a [0; w|-n értelmezett f(x) = sinx hozzdrendeléssel megadott fiigguény gorbéje és az x tengely

altal hatdrolt sikidom teriletének kozelitd értékét.

2r 5
A szdmoldshoz haszndljuk azt a hétszoget, amelynek csicsai a fiigguény gorbéjén taldlhatdk a 0, %, %, m, ?W, %

és T helyeken.
b) Hatdrozzuk meg a [0;7|-n értelmezett f(x) = sinx hozzdrendeléssel megadott fiigguvény gorbéje és az x tengely
dltal hatdrolt sikidom tertletét. (16 pont)

2m 5w

Megoldas. a) Vegyiik fel az (;v; f(x)) koordinataja pontokat, ha x értéke 0, g, %, , 36 7. Ezeket a pontokat

Osszekotve az dbran lathato hétszoget kapjuk.

wlx
[SIE]

s
6



Mivel ez a sikidom szimmetrikus, ezért elegend§ a sotétebb szinnel szinezett rész teriiletének meghatarozasa, mert
ez az eredeti hétszog teriiletének éppen a fele. Vagjuk ezt az Otszdget az y tengellyel parhuzamos vagasokkal egy
haromszogre és két trapézra. A megfelels adatokat az abrarol leolvashatjuk, és ezek segitségével a kérdéses sikidom
teriiletének kozelits értékét meghatarozhatjuk:

1 v@ s V§ s
T +(§+T)'E+(T+1)'E
2 2 2 2 ’
T

%(2 +V/3) & 1,954 (teriiletegység).

aAZaz

b) A megadott intervallumon a gorbe alatti teriiletet kell meghataroznunk. Ezt hatarozott integrallal kaphatjuk
meg:
T = /sinxdaz =[—cosz]y = —cosT— (—cos0) =1—(—1) =2.
0
Vagyis a kérdéses teriilet pontosan 2 teriiletegység.

7. Az Oltonyiizletben minden héten kitaldlnak egy 1ij akcidt, amivel a vdsdrlok kedvében szeretnének jarni.

a) Az egyik héten meghirdették, hogy a 4990 Ft-os ingek kézil az elsét 990 Ft-ért vdsdrolhatjuk meg, és ezen feliil
még annyi inget vehetink 990 Ft-ért, ahdnyat teljes dron. Bedta, az tzlet 6ltézkodési tandcsaddja szerint ezek j0 mind-
S€gT ingek, ezért Laszlo egynél tébbet szeretne vdlasztani magdanak. Hdny darabot vegyen, ha dtlagosan a legkevesebbet
szeretne fizetni eqy ingért?

b) Egy mdsik alkalommal az izlet vezetdsége két akcid kozil nem tudott vilasztani, ezért a vdsdrldikat kérdezték
meg, hogy 6k melyiket szeretnék. A beérkezett szavazatok alapjin a kovetkezd két ajanlat kézdtt fognak dénteni:

Eqyik lehetdség: Aki két terméket vdsdrol, az olcsébbat fél dron kapja.

Masik lehetdség: Aki hdrom terméket vasdrol, a legolcsobbat ingyen kapja.

Ldszlo a kévetkezd termékeket szeretné megudsdrolni: 6ltony 39990 Ft, kabdt 27990 Ft, duplagalléros ing 6490 Ft,
bor 6v 3990 Ft, selyem nyakkendd 2990 Ft, sportos kordzako 29990 Ft.

Adjuk meg a kilonbézd pdarositisok alapjan a lehetséges fizetendd Gsszegeket az elsd lehetdség szerint.

c) Az elsd akcidra 2103, a mdsodikra 1542 szavazat érkezett. Kedvezd ez Ldszlonak? Mekkora és milyen irdnyi elté-
rést jelent ez az dltala vdlasztott termékek kifizetésekor? (Azt feltételezziik, hogy Ldszld mindkét lehetdségnél a szamdra
legjobb csoportositasban fizetett volna.) (16 pont)

Megoldas. a) Ha Laszl6 2n darabszamu inget vasarolna (n tetszéleges pozitiv egész szam), akkor n darab inget
venne 990 Ft-os, és n darabot 4990 Ft-os egységaron. Ekkor az atlagar:
990 -n +4990-n 990+ 4990

= =2990 (Ft).
2n 2 (Ft)

Ha 2n + 1 darabszamu inget vasarolna (n tetszéleges pozitiv egész szam), akkor n+ 1 darab inget venne 990 Ft-os,
és n darabot 4990 Ft-os egységaron. Ekkor az atlagar:

990 (n+1)+4990-n 59800 + 990

n = Ft).
2n+1 2n+1 (Ft)
Az a,, altalanos taggal adott sorozat tagjai megadjak a 2n + 1 darabszamu ing vasarlasa esetén az atlagarat. Mivel
5980 -1+ 990
példaul a; = 2960 14990 2325 (Ft), ezért 3 ing vasarlasa esetén 2 325 Ft az atlagar.

2+1
Megmutatjuk, hogy az {a,} sorozat szigortian monoton névekedd, azaz minden n pozitiv egész szam esetén a,, <

Gn+1. Ehhez vizsgaljuk meg az
5980n + 990 < 5980(n + 1) 4990
2n+1 2(n+1)+1

egyenl6tlenséget. Ha a pozitiv k6z0s nevezdvel szorozzuk az egyenlStlenséget, és rendezziik, akkor a nyilvanvald 2 970 <
6 970 egyenl6tlenséghez jutunk. Vagyis valéban szigortian monoton névekedd a sorozat.

Ezek alapjan latjuk, hogy a; esetén kapjuk a legkisebb atlagarat, azaz 3 darab ing vasarlasa esetén. Ez a 2325 Ft
a paros darabszamu vasarlas esetén kapott 2990 Ft-os atlagarnal is kisebb. Vagyis Laszl6 3 darabot vegyen, ha
atlagosan a legkevesebbet szeretné fizetni egy ingért. Megjegyzés. Mivel

iy 298074990 . 5980 + o 2990,
n—oo  2n+1 n—oo 24 %
ezért nagyon sok, de paratlan darabszamu ing vasarlasa esetén lathato, hogy az atlagar kozelit a paros darabszamu vasarlasnal
kapott atlagarhoz.
b) Gondoljuk meg, hogy a hat termék koziil melyik harom keriilhet a félaras termékek kozé. Rakjuk az arak alapjan csokkend
sorrendbe a megvasarlasra szant dolgokat:



1. Oltony: 39990 Ft;
2. sportos kordzako: 29990 Ft;
3. kabat: 27990 F't;
4.  duplagalléros ing: 6490 F't;
5.  borov: 3990 Ft;
6.

selyem nyakkendd: 2990 Ft.

A legdragabb soha nem lehet félaras ebben az akcidban, a legolcsobb pedig mindig az lesz. Az Gsszes esetet konnyen fel
tudjuk sorolni a sorszamok segitségével, és mellé irjuk a harom termék aranak felét, amennyit ekkor megspoérolunk a teljes arbol:

4,5,6 6735 F't;
3,5,6 17485 Ft;
2,5,6 18735 Ft;
3,4,6 18485 Ft;
2,4,6 19735 Ft.

A hat termék teljes ara 111440 Ft lenne. Ha ezt csokkentjiik az el6bb felsorolt lehetséges engedményekkel, akkor megkapjuk
a lehetséges fizetendd Gsszegeket: 104 705 Ft, 93 955 Ft, 92 705 Ft, 92955 Ft, 91705 Ft.

¢) A szavazatok alapjan az els6 akciot hirdette meg az Oltonyiizlet. Ebben az esetben tigy érdemes parositani a termékeket,
hogy a maésodik, a negyedik és a hatodik legyen a félaras. Ekkor a fizetend6 Osszeg 111440 — 19735 = 91705 Ft lesz.

Ha a maésik akciot valasztotta volna a tobbség, akkor barmilyen csoportositas esetén a selyem nyakkendd ingyenes lenne.
Egyébként 2990 Ft az ara. Ha a legjobban szeretnénk jarni, akkor ki kell valasztanunk a legdragabbat, amelyik szerepelhet
ingyenesként. Ez természetesen a 27 990 Ft-os kabat. Ekkor a fizetendd sszeg: 111440 — 2990 — 27990 = 80460 Ft.

Laszl6 szaméara ez az akcié kedvez6bb lett volna, hiszen a végdsszeg 11 245 Ft-tal kisebb, mint a masik esetben.

1)(2 1
8. Tudjuk, hogy az elsd n darab négyzetszam 0sszegét az n(nt+1)@n+1)

képlet adja, és az n-edik négyzetszdm
n(n+1)(n+2)

azn?. Tudjuk, hogy az elsé n darab hdromszogszdm Gsszegét az 5

; n(n+1)

képlet adja, és az n-edik haromszdgszam

a) Igazoljuk, hogy az n-edik és az (n + 1)-edik hdromszogszdm Osszege négyzetszdam.

b) Igazoljuk, hogy ha az n-edik hdromszogszdmhoz hozzdadjuk az (n + 1)-edik hdromszorosdt, akkor ismét hdrom-
szogszamot kapunk.

A zoldséges a mandarinokbdl négyzet alapi és hdromszdg alapi, magas piramist épitett. (Az abra mutat egy-egy
négyrétegd ilyen piramist.)

¢) Eméke a négyzet alapi piramis tetejérél meguesz néhdny rétegnyi mandarint. Egy heti adagot szeretne vdsdrolni
igy, hogy minden napra ugyanannyi mandarin jusson. Adjuk meg a darabszdmoknak azt a sorozatdt, ahdny réteg
mandarint Emdke meguvdsdrolhat.

a4

d) Ha a megudsdrolt mandarinok szamdt Emdke négyszerezné, akkor kétszer olyan magas hdromszog alapi piramist
tudna épiteni, mint amilyen magas négyzet alapi piramis volt eredetileg. Igazoljuk, hogy ez az észrevétel nem fiigg attol,
hogy a boltban a piramis tetejérdl hany réteg mandarint vdsdrolt meg. (16 pont)

n(n+1) (n+1)(n+2)
2 2

Megoldas. a) Tudjuk, hogy az n-edik haromszogszam: , ezért az (n+ 1)-edik: . A két szam

0sszege:

n(n+1) n (n+1)(n+2) _ (n+1)(n+n+2) _ (n+1)(2n+ 2) —(n+1)".
2 2 2 2
Valoban négyzetszamot kaptunk (az (n + 1)-ediket).

b) Felhasznaljuk az n-edik és az (n + 1)-edik haromszogszamot elGallito képletet:

n(n+1) n+1(n+2) m+1DEn+6) (2n+2)(2n+3)

2 2 2 2

Az igy kapott képlet mutatja, hogy haromszogszamot kaptunk. (A képletbdl az is kiolvashato, hogy ez a (2n + 2)-
edik.)



¢) A megvasarolhaté mandarinok széma:

L+t +n27n(n—|—1)(2n—|—1)
= G .

Az igy kapott darabszamnak 7-tel oszthatonak kell lennie, hiszen csak ekkor lehet a hét minden napjan ugyanannyit
elfogyasztani.

A négyzetszamok Osszege egész szam. (Vagyis abban biztosak lehetiink, hogy a szédmlalé oszthato 6-tal). A szém-
laloéban lévs tényezGk valamelyikének 7-tel oszthatonak kell lenni.

Ezek alapjan harom eset van:

I. az n oszthato 7-tel;

II. az n 7-tel osztva 6 maradékot ad;

I1I. az n 7-tel osztva 3 maradékot ad.

Vagyis a megvasarolhaté rétegek darabszdmara vonatkozé sorozat: 3; 6; 7; 10; 13; 14; ...; 7k + 3; 7Tk + 6; Tk + 7;

. (ahol k természetes szam).
d) Ha Bmoke "0+ D0+ 1)

akkor az allitas szerint ennek a darabszdmnak a négyszeresébdl kétszer olyan magas haromszdg alapa piramist tud-

na épiteni (azaz a 2n-edik haromszogszamig tudna az Osszegzést elvégezni). A 2n-edik haromszogszamig az Gsszeg:
2n(2n+1)(2n +2)

darab mandarint vasarolt (azaz az n-edik négyzetszamig végezte el az Osszeguést),

6
Az elmondottak alapjan azt kell megmutatnunk, hogy a kovetkezs Osszefiiggés egy azonossag:

: nn+1)2n+1) 2n(2n+1)(2n+2)
' 6 B 6 '

Ez azonnal lathaté a 4-gyel torténé beszorzas utan:

2n(2n+2)(2n+1) 2n(2n+1)(2n+2)

6 6

9. a) Az 5 dm-szer 12 dm-es téglalap hosszabb oldala a vizszintes sikra illeszkedik, két csiucsa pedig 3 dm magasan
van a sik folott. Ezen a téglalapon egy hangya mdszik a hosszabb oldalra merdlegesen felfelé. Mennyivel lenne kisebb
az utvonaldnaek a vizszintessel bezdrt hajldsszoge, ha a téglalap dtlojan mdszna felfelé?

b) Igazoljuk, hogy ha a, b és ¢ egy hdromszdg oldalainak a hossza, «, B és v pedig a megfeleld szogeinek a nagysdga,
akkor:

bc-cosa+ cCa-cosf+a®b-cosy = c®b- cosa+ a’c- cos B+ b2a - cosn.

(16 pont)

Megoldas. a) Az dbrin az ABCD téglalap BC oldalan haladhat felfelé a hangya. Vagyis ebben az esetben a CBQ
szOg a hajlasszog. A feladatban szereplé mésik ttvonal lehet az AC. Ebben az esetben C'AQ hajlasszogrol van szo.
Mindketté meghatarozhaté egy-egy derékszogli hdromszoghdl.

3
A CBQ derékszogli haromszogben: sin C BQ< = 5 azaz CBQ< ~ 36,9°. Az ABC derékszogl haromszogben

a Pitagorasz-tétellel kaphato: AC = /122 +52 = 13. A CAQ derékszogl haromszogben: sin CAQ< =
CAQ< =~ 13,3°. A két hajlasszog eltérése: 36,9° — 13,3° = 23,6°.

A masik utvonal hajlasszoge kb. 23,6°-kal lenne kisebb.

b) Alkalmazzuk a koszinusztételt olyan modon, hogy mindhéarom szog koszinuszat megadjuk az oldalhosszak segit-
ségével:

3 aza!
—, azaz
13’

b2+ % —a? a’?+c—b? a2+ b2 -2
cosq =———, coSf=—"——, cOSY=——— .
2bc 2ab

Ezeket irjuk be az igazolandé Osszefiiggésbe, de el6tte rendezziik a kovetkezs alakra:

2ac

(bSC — c3b) -cosa + (c3a — CLSC) -cos B+ (a3b — b3a) -cosy = 0.



Alakitsuk a bal oldalt a behelyettesités utén:

b2+ c? —a? a?® + 2 —b? a? +b2—¢2
3. 3\ 0 tc—a” 3. 3y @ +c—0" 3 _ 3.y, tO" -
(bc cb) e —|—(ca ac) Sac —|—(ab ba) 5ah
b2 +c? —a? a?® + 2 — b? a? +b%—¢2
:(bQ—c2)-f+(c2—a2)-f+(a2—b2)-f

A beszorzas elvégzése utdn minden tag kiesik, vagyis egyenl6 lesz nullaval. Ezzel az allitast igazoltuk.



