1. Legyenek 1 < k < n egészek. Az {1,2,...,n} halmaznak legfeljebb hdny k elemd részhalmaza adhaté meg gy,
hogy kozilik barmely kettd valamelyike a kettejik unidjinak k legkisebb elemébdl dlljon?

Megoldas. Legyen H a feladatban leirt tulajdonsagu részhalmazok egy rendszere, és legyenek A és B a H kiilonboz6
tagjai. Tegyiik fel, hogy az AU B halmaz k legkisebb eleme az A halmazt alkotja. Tekintettel arra, hogy |[AU B| > k,
az AU B halmaz legnagyobb eleme nem tartozik A-hoz. Ezért ez az elem B-hez tartozik, ilyenformén a A halmazcsalad
tagjainak legnagyobb elemei paronként kiilonbozok. A ‘H halmazcsaladhoz tehat legfeljebb annyi halmaz tartozhat,
mint ahanyféle az 1,2, ..., n hamaz egy k elemd részhalmazanak a legnagyobb eleme lehet. Vilagos, hogy az 1,2, ..., k—
1 szamok egyike sem lehet egy ilyen k elemi részhalmaz legnagyobb eleme, ezért a feladatban kérdezett részhalmazok
szama legfeljebb a {k,k + 1,...,n} halmaz szamossaga, azaz legfeljebb n — (k — 1) = n — k + 1 lehet.

Annak igazolaséra, hogy ez a fels6 korlat elérhetd, elegend6 azt észrevenni, hogy az A; :={j e N: i < j <i+k—1}
halmazok rendelkeznek a feladatban leirt tulajdonsaggal, ha i € {1,2,...,n — k + 1}. Ezzel pedig pontosan n — k + 1
halmazt adtunk meg, a feladat kérdésére a valasz tehat n — k + 1. a

Megjegyzés. Maximalis méretd halmazcsaladra egy, a fentitdl kiilonbo6z6 példa i € {k,k+1,...,n} esetén az {1,2,...,k—1,4}
halmazok rendszere.

2. Bizonyitsuk be, hogy pozitiv egész szamok tetszdleges véges A halmazdnak van olyan B részhalmaza, amelyre
fenndll az aldbbi két feltétel.

e Ha by és bs a B kiilonbézd elemei, akkor sem by és bsy, sem pedig by + 1 és ba + 1 nem egymds tobbszorise,
tovabbd

e az A halmaz tetszéleges a eleméhez van B-nek olyan b eleme, amelyre a osztéja b-nek vagy (b + 1) osztdja
(a+ 1)-nek.

I. megoldas. A megoldas soran az alabbi szohasznalattal éliink. Azt mondjuk, hogy a b pozitiv egész az a pozitiv
egészet felilrdl domindlja, ha a osztoja b-nek, és alulrél domindlja, ha b+ 1 osztoja (a + 1)-nek. (Minden pozitiv egész
tehat feliilrsl és alulrél is domindlja 6nmagat.) A b egész akkor domindlja a-t, ha b felilrél vagy alulrél dominalja
a-t. Az X halmaz pedig akkor domindlja az Y halmazt, ha Y minden y eleméhez taldlhato olyan z az X-bdl, amely
dominalja y-t. Végiil, pozitiv egészek egy Z halmazat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha Z egyetlen eleme sem dominalja
7 egy masik elemét. Az imént bevezetett terminologia segitségével a feladat allitasa ugy fogalmazhaté meg, hogy
a pozitiv egészek minden véges A halmazanak van olyan fliggetlen B részhalmaza, amely dominalja A-t.

Tekintsiik az A halmaz mindazon C részhalmazait, melyekre

(a) C fiiggetlen, masfelsl

(b) ha A valamely z eleme alulr6l dominalja C' egy elemét, akkor C feliilr6l dominélja z-et.

Létezik a fenti tulajdonsagokat teljesité C' halmaz, hisz az iireshalmaz példaul ilyen. Vélasszuk a B halmazt ezen
C halmazok koziil ugy, hogy B a lehetd legtobb elemét dominalja feliilr6l az A halmazban. Azt allitjuk, hogy egy
eképpen valasztott B halmaz rendelkezik a feladatban elGirt tulajdonsagokkal. Mivel B-t fliggetlennek vélasztottuk,
ezért, csupan azt kell igazolni, hogy B dominélja a teljes A halmazt. Indirekt médon bizonyitunk, tegyiik fel, hogy B
mégsem dominélja A-t.

Legyen tehat a az A halmaz legkisebb olyan eleme, amit B nem dominél, és legyen B’ := B\ D(a) U {a}, ahol
D(a) az a osztoinak halmazat jeloli. Megmutatjuk, hogy B valasztasdnak ellentmondva a B’ halmaz amellett, hogy
tobb elemet domindl feliilrgl, mint B, teljesiti az (a) és (b) tulajdonsagokat is.

A konstrukciobol adédéan B’ az A halmaz minden olyan elemét feliilr6l dominalja, amely elemeket B feliilrél
dominél, és ezen til B’ feliilr6l dominélja a-t is. Ezért B’ tbb elemet dominal feliilrsl, mint B. A B részhalmazaként
B’ \ {a} fiiggetlen, tovabba az a vilasztasabol adédoan B’ \ {a} nem dominélja a-t. S6t, a sem dominélja B’ \ {a}
egyetlen elemét sem: alulrol a B halmaz (b) tulajdonsiga miatt, feliilrsl pedig B’ definiciojabol adodoan. Ezért a B’
halmaz csakugyan fiiggetlen.

Végiil, a (b) tulajdonsag igazolasahoz indirekt modon tegyiik fel, hogy x alulrél dominélja B’ egy y elemét. Ha
marmost y € B, akkor a (b) tulajdonség miatt B feliilr6l dominalja x-et, igy B’ is, tehat teljesiil a (b) tulajdonség.
Ha pedig y ¢ B, akkor y = a és az alulrdl t6rténé dominélas miatt « < y. Mivel a az A halmaz legkisebb olyan eleme,
amit B nem dominal, ezért B dominélja z-et. Ha B feliilr6l dominalja z-et, akkor B’ is feliilr6l dominélja x-et, a (b)
tulajdonsag teljesiil. Ha pedig B egy z eleme alulr6l domindlja z-et, akkor mivel x alulrél domindlja a-t, z is alulrél
dominélja a-t. Ez azt jelenti, hogy B mégiscsak dominélja a-t, ellentétben az a vélasztésaval. A kapott ellentmondéas
pedig azt igazolja, hogy B’-re teljesiil a (b) tulajdonség, és ezzel a bizonyitast befejeztiik. g

II. megoldas. Az I. megoldasban bevezetett szohasznalatot tovabb bévitjiik. Pozitiv egészek egy véges H halmaza
tetejének nevezziik azt a H' halmazt, melyet H mindazon h elemei alkotnak, amelyet nem dominal feliilr6l a H egyetlen
h-tol kiilonb6z6 eleme sem. Hasonloan, a H halmaz HY-val jelolt alja a H azon h elemeibél all, amelyet a H-nak h-
tol killonboz6 eleme nem dominal alulrél. Vilagos, hogy H' feliilr6l, H* pedig alulrol dominalja H-t, tovabba, hogy
H tetejének egyik eleme sem dominalja H tetejének egy masik elemét feliilrdl, illetve H aljanak egyetlen eleme sem
dominalja H aljanak egy maéasik elemét alulrol.



Sziikségiink lesz még az alabbi megfigyelésre. Ha egy X halmaz alulrél dominalja az Y halmazt, tovabba az Y
alulrol dominalja Z-t, akkor X is alulrél dominalja Z-t. Legyen ugyanis z € Z tetszéleges. Az Y és Z viszonya folytan
létezik olyan y € Y, amelyre y + 1 osztoja (z 4+ 1)-nek. Mivel X alulr6l dominalja Y-t, ezért X-nek van olyan x eleme,
amelyre z + 1 osztja (y + 1)-et. Am ekkor = + 1 osztéja (z + 1)-nek is, azaz X alulrél dominalja Z minden elemét.

A tovabbiakban megadunk egy véges eljarast, amely tetszGleges A halmazhoz talal egy, a feladatban megkivant
tulajdonsagokkal rendelkezé B részhalmazt. Legyen

AO = A, BO = Ag és XO = BO \ BE)L
Ha mar meghataroztuk az A;, B; és X; halmazokat, akkor legyen
ArL’Jrl = Al \ Xi, BrL'Jrl = A1T+1 és XfL'Jrl = BrL'Jrl \ B;l;Ll.

Figyeljiik meg, hogy B;4+1 az A;11 teteje lévén feliilr6l dominélja A;1-et és a Bf alulrol dominélja B;-t, igy X;-t is.
Ugyancsak a definiciobol adodéan Bf = B; \ X; C Bjy1, ezért Biy1 alulrél dominalja BY-t, igy a B} altal alulrol
dominélt X;-t is. Vilagos, hogy Ag 2 A1 D Ay O ..., igy az A halmaz végessége miatt A = A1 teljesiil valamely
k-ra. Ez azt jelenti, hogy X = (), azaz By = B,ﬁ. Mivel BZ = (ADT = AZ = By, ezért By, fiiggetlen.

Megmutatjuk, hogy a B = By, halmaz megfelel a feladat feltételeinek. Lattuk, hogy By fliggetlen, igy csupan azt
kell bizonyitanunk, hogy A-t is dominalja. Korabban lattuk, hogy By az Ag-t feliilr6l dominalja. Elegend6 tehat annyit
bizonyitani, hogy By, alulr6l dominélja az A\ Ay = XoUX1U...UX,_1 halmazt. Lattuk azt is, hogy By, alulrél dominalja
az Xi—1 halmazt. Mivel By_1 C BpyUXj_1, ezért By, a Bi_1-et is alulrél dominalja. Hasonléan, By 1 alulrél dominalja
Xi_o-t, igy Bg_o-t is, tehat By is alulrél dominalja By_o-t. Ugyanez az érvelés mutatja, hogy By alulrél dominalja
X;-t és B;-t minden 0 < i < k-ra. Mindezt Gsszevetve kapjuk, hogy By alulrél dominélja az Xo U X7 U ... U X1
halmazt. Ezzel pedig belattuk, hogy a B = By, halmaz rendelkezik a feladatban leirt tulajdonsaggal. ]

3. Igaz-e, hogy ha p(x) és q(x) olyan valds egyiitthatds polinomok, melyekre p(p(x)) = q(;v)2 teljesil minden valds
x-re, akkor létezik olyan valds egyiitthatds r(xz) polinom, amelyre p(z) = r(x)2 teljestil minden valds x-re?

I. megoldas. Ha a p(z) polinom konstans, akkor p(p(z)) = p(z) = q(x)?, igy r(z) = q(z) megfelels valasz-
tas. Megmutatjuk, hogy a kérdésre igenl6 a valasz akkor is, ha a p polinom legalabb els6fokt, amit a tovabbiak-

ban feltesziink. A bizonyitashoz felhasznaljuk a komplex szamkort és az algebra alaptételét. Konkrétan azt, hogy ha
p(z) = ag + a1z + ... + apx”, akkor léteznek olyan aq, as, . . ., ap komplex szamok, melyekre

(1) p)=ar - (x—a1) (x—ag) ... - (z —ag)

teljesiil, tovabba ez az t.n. kanonikus alak az (x — «;) gyoktényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi. Vilagos, hogy
a fenti a; szdmok a polinom gyokei, tovabba, mivel a p(x) polinom valos egyiitthatos, ha «; gyoke p(x)-nek, akkor
annak @; is gyoke lesz, rdadéasul e két gyok multiplicitasa megegyezik, hiszen ha «; nem valos, akkor

p(z) _ p(x)
(@—a)(z—a) (22 —2Re(o) -z + o)

valos egyiitthatos polinomok hanyadosaként maga is valos egyiitthatos. Ezért pontosan akkor létezik olyan valds
egyiitthatos r(z) polinom, amelyre p(z) = r(z)?, ha az aj fGegyiitthaté nemnegativ, valamint p(z) fenti kanonikus
alakjaban minden (x — «;) gyoktényezd péaros sokszor fordul eld.

Az algebra alaptétele szerint tehat a kompoziciopolinom elGall

(2) p(p()) = ar - (p(z) —on) - (p(x) —a2) ...« (p(x) — )

alakban. Mivel p(p(z)) = q(:b)2, ezért fokszamaik megegyeznek: p(p(x))-é k2, q(x)2—é pedig paros. Igy deg(p(z)) = k is
péros. Az is latszik a (2) alapjén, hogy p(p(z)) féegyiitthatoja aﬁ“, és ez megegyezik q(z)? pozitiv fGegyiitthatojaval.
Ezért aZH > 0. Mivel k + 1 paratlan, innen aj; > 0 adodik.

Figyeljiik meg tovabba, hogy p(p(x)) kanonikus alakja megkaphato agy, hogy a (2) szorzatban minden nemkonstans

tényez6t helyettesitiink az adott tényezének a k gyoktényez6t tartalmazoé kanonikus alakjaval, azaz (p(:E) — ai)—t egy
p)—ai=ap - (r—o;1) (x—ai2) ... (& —aik)

polinommal. A konstrukciobol vilagos, hogy p(w; ;) = i, ezért o; # oy esetén «;; # oy ;o adodik. Azaz p(p(x))
kanonikus alakjaban egy (x — «; ;) gyoktényezs el6fordulasainak szdma megegyezik az (1) kanonikus alakjaban az (z —
;) eléfordulasai szamanak és a p(x) —a; polinom kanonikus alakjaban az (z—a; ;) gyoktényezd elsfordulasai szamanak
szorzataval. A p(p(z)) = q(z)® azonossag miatt tehat minden ilyen (z — o ;) gyoktényezs paros sokszor fordul els
p(p(x)) kanonikus alakjaban.

A feladat kérdésére adott igenls valasz igazolasédhoz elegendé megmutatni, hogy az (1) kanonikus alakban minden
(x — a;) gyOktényezs paros sokszor fordul els. Ezt indirekt modon bizonyitjuk: tegyiik fel, hogy valamely (x — ;) gyok-
tényez6 multiplicitasa paratlan. Tekintettel arra, hogy a p(p(:t)) polinom fokszama k2, és a p(p(x)) = q(gc)2 azZoONnossag



miatt k% paros, a p(x) polinom k fokszamanak is parosnak kell lennie. Ez viszont azt jelenti, hogy az (1) kanonikus
alakban a paratlan multiplicitast gyoktényezsk szama paros. Létezik tehat egy «y # «; gyok, amelyre az (x — ay/)
gyOktényezs is paratlan sokszor fordul elg az (1) alakban. A fenti megfigyelésiink szerint tehat mind a p(x) — ;, mind
a p(z) — a;r polinomok kanonikus alakja olyan, hogy azokban minden gySktényezs paros sokszor fordul els. Mas szoval,
léteznek olyan r(x) és ra(z) polinomok, melyekre

3) p(x) = =mi(@)® & pla) —aw = ra(2)”.

Ezek szerint

ar = i = (p(w) = o) = (&) — ) = 11(@)* = 12(0)” =

= (r1(z) + r2(2)) - (r1(z) — ra(z))

Azt kaptuk, hogy a bal oldalon talalhato konstans elGall két polinom szorzataként, vagyis mind 7 (z) + r2(z), mind
r1(x) — ro(x) konstans polinomok. Ekkor azonban ezek Gsszege, r1(x) + ro(x) + ri(x) — ro(x) = 2 - ri(x) is konstans
polinom, tehat (3) alapjan p(z) = r1(z)® — ; is konstans, ami ellentmond a kezdeti feltevésiinknek. Ezzel pedig
kétséget kizardan igazoltuk a feladat kérdésére adott igenls valaszt. ]

II. megoldas. Meg fogjuk mutatni, hogy a megadott feltételek mellett mindig létezik olyan r valos egyiitthatos
polinom, melyre p(z) = r(z)°.

Ha p(p(:t)) = q(x)2, akkor (degp)2 = 2deggq, és igy a p polinom foka paros. Tovabba p f6egyiitthatoja pozitiv,
kiilbnben a oo-ben p(p(:t)), és igy q(gc)2 hatarértéke is negativ lenne. Legyen tehat p(z) = aon@®™ + agp_122" 1 +
...+ a1z + ap, ahol n nemnegativ egész szadm és az, > 0. Megmutatjuk hogy léteznek olyan r és s valés egyiitthatos
polinomok, melyekre p(z) = r(z)* + s(z) és degs < n. Mivel egy ilyen r polinom foka csak n lehet, keressiik r-et
(%) = bpa™ +by_12" ' +. ..+ byx + by alakban. Akkor kapunk megfelels elallitast, ha p(z)-ben és r(z)*-ben minden
n < j < 2n-re megegyezik 27 egyiitthatoja. Ha b; értékét i = n,n — 1,...,0 sorrendben valasztjuk meg, akkor b;
megfelels valasztasaval elérhetd, hogy " egyiitthatoja egyezzen. Legyen ugyanis b, = /a2, ekkor " egyiitthatoja
egyezik. Tegyiik fel, hogy by, by—1, ..., bi+1 értékét mar rogzitettiik. Mivel r(x)z—ben i egylitthatoja Z bibnti—k,

i<k<n
fgy
Qp4q — Zi<k<n bkbn—i-i—k:

b; =
2,

valasztassal 2™ egyiitthatoja éppen a,4; lesz r(x)2—ben is. Az igy megvalasztott n-edfoku r(x) polinomra valoban
n-nél kisebb foku lesz az s(x) = p(z) — r(z)* polinom.

Mivel q(a:)2 = p(p(:z:)) = r(p(:z:))2 + s(p(:zz)), ezért

s(p(2)) = q(2)” = r(p(x))” = [a(z) +r(p(2))] - [a(z) = r(p(z))] -

Az s(p(z)) polinom foka s és p fokénak szorzata, és igy kisebb, mint 2n°. Ha s # 0, akkor ebbél az is kivetkezik, hogy
a q(z) +r(p(z)) és g(z) — r(p(z)) polinomok foka is kisebb, mint 2n*. Ekkor viszont

q(z) + r(p(x)) + q(z) — r(p(x))
2

q(z) =

(deg p)?
2
p(x) = r(z)°. O

Megjegyzés. Williams Kada megjegyzése nyoman konnyen lathato, hogy az I. megoldas modszerével igazolhaté a kittizott
feladat azon altaldnositasa, mely szerint ha valamely valos egyiitthatos p(z) és ¢(z) polinomokra, illetve & > 2 primszamra
p(p(z)) = q(z)" teljesiil, akkor van olyan valos egyiitthatos r(z) polinom, amelyre p(z) = r(x)" all fenn.

foka is 2n2-nél kisebb lenne, ami ellentmondas, hiszen degq = = 2n%. Mindez azt jelenti, hogy s = 0, és igy



