7. Egy geometriai nagyagya

Az eddigi temérdek analizis és algebra utan kovetkezzen most egy geometriai okoskodas, amelynek 6tlete a [10] cikk-
bél szarmazik és egy — a versenyfeladatokon edz6ddttek szamara vélhetGen jol ismert — nevezetes geometriai egyenlGt-
lenségre tamaszkodik. (Az alabbiakban kissé pongyolan sokszog oldalanak mérGszama helyett egyszertien az oldalrol
fogunk beszélni.)

7.1. tétel (Ptolemaiosz-egyenlGtlenség) A sikon bdrmely konvex négyszogben a szemkizti oldalak szorzatdnak dssze-
ge legaldbb akkora, mint az dtlok szorzata. Eqyenldség csakis hurnégyszégben teljesiil.

Bizonyitas. Tekintsiik a 9. dbrdn lathaté ABCD konvex négyszoget, amelynek oldalai AB = a, BC =b, CD = c,
DA = d, az atloi pedig AC = e, BD = f. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy

ac+bd > ef.

Emeljiink a BC' oldalra a CDA haromszoggel hasonlo C'BE haromszoget tgy, hogy ACD< = ECB< és CDA< =
CBE< (méas szoval alkalmazzunk C koézéppontu forgatva nyujtast az ACD haromszogre ugy, hogy CD képe CB
legyen). A hasonlosag aranya CB/CD = b/c, ezért CE = ge és BE = gd. Vegyiik észre, hogy ekkor a CAFE
és CDB haromszogek szintén hasonlok, mert BCD< = ECA< és CE/CB = CA/CD = e/c. Kovetkezésképpen
AE/DB = e/c, vagyis AE = S f- Mivel az ABE haromszogben az AB és BE oldalak 0sszege legalabb akkora, mint
AFE, igy
a+ l—7d > Ef ;
c c

amibdl c-vel vald beszorzas utédn éppen a bizonyitandé egyenlGtlenség adodik. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

az ABFE héaromszog elfajulo, azaz ABC< + CBE< = 180°. Ez azt jelenti, hogy az ABCD négyszogben a B és D
cstcsoknal 16vs belss szogek Osszege 180°, tehat ABC D hurnégyszog. O
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7.2. torténeti megjegyzés. Klaudiosz Ptolemaiosz a Kr. e. II. szdzadi Alexandridban élt matematikus, csillagasz,
foldrajztudos, a geocentrikus — a Foldet a vilagegyetem kozéppontjanak tekints — vilagkép megalkotdja. Az Almageszt
cimii miive az 6kori csillagaszat legfontosabb tudoményos forrasa, amely a benne talalhato trigonometriai szamitasok
szempontjabol is kiemelked§ jelentSségii. Ebben igazolta Ptolemaiosz tébbek kozott azt, hogy hurnégyszogben az atlok
szorzata a szemkozti oldalak szorzatainak Gsszege.

7.3. megjegyzés. E kicsit taldn hosszabb lélegzetvételtire nyalé megjegyzésben a Ptolemaiosz-egyenlGtlenség
bizonyitadsa kapcsan hivjuk fel a figyelmet néhany észrevételre, altalanositasra. Els6 olvasaskor nyugodtan a homezés
feladat megoldésahoz lehet ugrani.

Az el6bbi bizonyitas apré finomitasaval nem nehéz igazolni (lasd [5, 12.14. feladat]), hogy tetszéleges A, B, C, D
sikbeli pontnégyesre igaz

AB-CD+ BC-DA> AC - BD,

ahol egyenl@ség pontosan akkor teljesiil, ha a négy pont egy koron (vagy egyenesen) helyezkedik el és azon az AC
pontpér elvilasztja a BD pontpart. S6t, megmutathatd, hogy barmely nem egy sikban fekvs pontnégyes esetén szigora
egyenlStlenség all fenn (errdl lasd a [12] kényv 5.8. szakaszat).

A Ptolemaiosz-egyenlGtlenségnek a fentitdl kiilonb6z6, a Simson-egyenes bizonyos tulajdonsigara épiils bizonyitéasa
olvashato a [2] konyvben. Szamos feladat k6zott bongészhetiink a [6] irdsban, ahol az egyenl&tlenség egy altalanositasa
— a Casey-tétel, amelyben a csticsok szerepét érinté korok, az oldalakét pedig érinték veszik at — ugyancsak teritékre
kertil.

Végiil nem tudunk ellenallni a kisértésnek, hogy réviden szot ejtsiink a Ptolemaiosz-egyenlStlenség komplex szamok
segitségével torténd igen elegans igazolasarol. Tekintsiik az A, B, C, D pontoknak megfelels a, b, ¢, d komplex szamokat
a komplex szamsikon (lasd 10. dbra), azaz példaul a = a; + asi, ahol a1 a valos, as pedig a képzetes rész.
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A komplex szamok kozotti szorzas a valos szamok szorzasahoz hasonloan viselkedik i2 = —1 figyelembevételével:
a-b = (a1 + ai)(by + bai) = a1b1 — azbe + (a1bs + azby)i.
Induljunk ki most a kénnyen ellenérizhetd
(7.1) (a—c)-(b-d)=(a—d)-(b—c)+(d—c)-(b—a)

azonossagbol. Vegyiik észre (ismét lasd a 10. abrat), hogy a—c és b —d az 1@, ﬁ atlovektorok, tovabba a — d és

b —c, illetve d — c és b — a rendre a D—z>4 és C@, illetve @ és zﬁ szemkozti oldalvektorok. Ekkor (7.1) mindkét
oldalan abszolit értékét véve, majd alkalmazva a haromszog-egyenlGtlenséget:

la—c|-lb—d|<|Ja—d|-]b—c|+]|d—c|-|b—a],

ami éppen a Ptolemaiosz-egyenlGtlenség. Az egyenlGség esetét egyaltalan nem nyilvanvald kiolvasni a bizonyitasbdl,
ebben az ugynevezett kettGsviszony segithet, bévebben lasd példaul [11, 31. feladat], [12, 12.5. szakasz], ahol a komplex
szamok egyéb geometriai alkalmazasarol is olvashatunk.

A hoémezss feladat megoldasa. Ennyi elGkésziilet utan térjiink vissza a homezds feladat megoldasara, most
a Ptolemaiosz-egyenlGtlenség segitségével. Tekintsiik a 11. dbrdt, ahol legyen D* a BC' szakasz azon pontja, amelyre
BAD*< = 30° (a korébbiak fényében tudjuk, hogy ez fogja adni a minimumot). Rajzoljuk meg az A, D* és C pontokon
atmend kort, amelynek kozéppontja legyen O, sugara pedig r, és a D* pontban a BC szakaszra allitott mer&leges
egyenes messe a kort az M pontban.
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A Thalész-tétel miatt ekkor M C atmérd a korben, tehat M C = 2r. Masrészt a keriileti és kdzépponti szogek tétele
miatt
MOA< =2MD*A< = 2BAD*< = 60°

(BAD*< és M D*A<« forditott allasuak), vagyis az MOA egyenls szara haromszog szabalyos, igy AM = r. Ha D
a BC szakasz tetszéleges pontja, akkor az AMC'D konvex négyszogben a Ptolemaiosz-egyenlGtlenség szerint

AD-MC + AM - DC > AC - MD,

aAZazZ

2r-AD+r-DC > AC - MD.
Minthogy M D* atfogo az M DD* (esetleg elfajulo) derékszogli haromszogben, ezért M D > M D*, igy

AD+D_CEAC-MD 7
2 2r



ahol a jobb oldal a D pont valasztasatol fliggetlen alland6. Egyenlség pontosan akkor van, ha ADMC hurnégyszog,
vagyis D = D*. Ezzel sokadjara belattuk, hogy az (1.2) kifejezés minimumhelyét a D* pont adja, tehat a gyalogosnak
itt kell kimennie az orszagutra.

Akiknek elnyerte tetszését a hurnégyszogek vildga, azok a [3] konyvben indulhatnak a meghéditasukra, ezenkiviil
pedig ajanljuk a szakaszban méar korabban emlitett [2, 6,11, 12] olvasnivalokat.

8. Besegit a mechanika

Zarasként a homez6s feladatot mechanikai kontosbe bujtatjuk, amelynek Gtlete Pdlya Gydrgy — vilaghird mate-
matikus, a matematikai gondolkodas és problémamegoldas tudoményanak kiemelkeds tanér- és tudédsegyénisége —
[9] konyvének 9. fejezetében is szerepel, ahol szamos egyéb szélsGérték-feladat fizikai szemléletd megoldasa olvashatod
élvezetes stilusban.

Képzeljiik el, hogy a 12. dbrdn lathaté modon a vizszintes helyzetid BC' (tokéletesen merev) radra felftizve sza-
badon (strlodasmentesen) cstuszhat a D gytrd. A gytirthoz egy DAP = {1 és egy DCQ = s (elegendd) hosszisaga
(nyujthatatlan) kotelet kotiink, amelyeket rendre az A és B pontokban rogzitett csigakon atvetiink, majd ezutén a P,
illetve @ végiikre egy p, illetve ¢ stlyu testet helyeziink, ahol a sulyok ardnyat késébb valasztjuk meg. (A szokasos
modon a gytrtt, a csigakat és a stlyokat is pontszertinek tekintjiik, a kotél sulyat és a surlodast pedig elhanyagoljuk.)

B C
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Magara hagyva a rendszert egy id6 utan beéll az egyensilyi helyzetébe, amelyben a helyzeti energidja minimalis.
A BC rudat véve a viszonyitéasi szintnek a p stlyd test (—BP) magassagban talalhato, ezért a helyzeti energiaja
(= BP-p); ehhez hasonloan a g sulyt test helyzeti energiaja (—CQ-q). A rendszer helyzeti energidja tehat a BP-p+CQ-q
kifejezés ellentettje, amely akkor lesz a lehet legkisebb, ha BP - p + CQ - ¢ maximélis. Minthogy BP = BA + AP és
AP =1V, — AD, CQ = {5 — DC, ezért

BP - p+CQ-q=BA-p+ ({1 —AD)-p+ ({5 —DC)-q=
= (lip+ g+ BA-p)— (AD-p+ DC - q).

Itt az ¢1p + l2q + BA - p mennyiség allando, igy egyensilyi helyzetben az
AD-p+DC -q

kifejezés minimalis. Ha most a stlyok aranyat ugy valasztjuk meg, hogy ¢ = p/2, akkor a

D
D- (AD—FTO)

kifejezés minimumbhelye adja egyensily esetén a D pont helyzetét. De ez (1.1) alapjan éppen megegyezik a hémezss
feladatbeli ut megtételéhez sziikséges idvel, ha p = 1/v. Igy tehat a mechanikai problémabeli egyenstlyi helyzet
megfelel a homezds feladat idében legrovidebb atjanak. Szerencsére a mechanikai rendszer egyensulyi helyzetét nemcsak
energidkkal, hanem a gytriire haté er6k eredGjének segitségével szintén jellemezhetjiik, ezaltal a minimumhely egy
masik leirasat nyerjiik.

Tudjuk, hogy egyensilyi helyzetben a gytrire hato erék kiegyenlitik egymast. Mivel a silyok huzasat a kotelek
és a csigak valtozatlanul kozvetitik, ezért a gytrire egy p és egy p/2 nagysagi eré hat a két kotél iranyaban, lasd
a 18. dbrat. A gylrid nyugalomban van, igy ezen két erG vizszintes Osszetevsi semlegesitik egymast (fiiggslegesen
pedig a rad merevségebdl szérmazoé ers ellenstlyozza a p nagysagu erd hatasat). Ha ADB< = 6, akkor az A csiga
irdnyaban hato erd vizszintes kompenense p cosd nagysagi. A B csiga irdnyaban a vizszintes p/2 nagysagu er6 hat,
igy sziikségképpen

b_ pCosd
2 )

vagyis cosd = 1/2, tehat 6 = 60°. Ez azt jelenti, hogy egyensulyi helyzetben ADB< = 60°, és az el6bb meggondoltak
tiikkrében a héomezss feladatban szintén ez a D pont szolgaltatja az id6ben legrévidebb utat.
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A fizika matematikai alkalmazasaira tovabbi megleps példakat lathatunk a [8] konyvben, ahol a homezss feladat
optikai és mechanikai megkozelitésérdl is bovebben olvashatunk. Ajanljuk tovabba az [1] cikket, amely elektromos
ellenallasok halozatait hivja segitségiil kiilonbo6z6 egyenléStlenségek, koztiik a szadmtani és harmonikus kozép kozotti
egyenl6tlenség igazolasidhoz.

9. Irany Kukutyin és Pirip6cs

A cikk elején beharangozott megoldasok sora véget ért, de a lehetséges okoskodéasok tarhaza alighanem kimerithe-
tetlen. Erdemes tovabb keresgélni és a kozottiik 1évs kapcsolatokat feltérképezni, valamint megvizsgalni, mi a helyzet
abban az esetben, ha a gyalogos sebessége c-szer (¢ > 0) akkora az orsziguton, mint a hémezén (az orszaguton akar
lassabban is mehet). Egy altalanositési lehetGség az érdekl6ds és elszant Olvasok szamara a kovetkezs.

Feladat. Kukutyin és Piripocs egy egyenes autopalya két kiilonboz6 oldalan helyezkedik el (lasd 14. dbra). Az au-
topalya egy M pontjabol ledgazasokat épitenek a két varoshoz. Az épitési koltség Kukutyin felé c-szer akkora, mint
Piripocs felé (ahol ¢ > 0). Hol legyen az M pont, hogy az Gtépités 6sszkoltsége minimalis legyen?

K
M/

P
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A ¢ =1 eset megoldasa nyilvanvald, mert ekkor a PK szakasz hosszban a legrovidebb, tehat a koltsége minimaélis. Ez
a feladat fliggvénytani alruhdban a marciusi emelt szintd feladatsor 4. feladata volt (és példaul a 2009/2010-es tanévi
Arany Déaniel Matematikai Tanuléversenyen a kezd6k I-I1. kategoria masodik fordul6jaban is szerepelt, a megoldasaban
a (6.2) egyenlStlenség ugyancsak felbukkant, lasd a feladatsort és a megoldast a [13] weboldalon).

Probaljunk meg a homezss feladatnak a KoMaL aprilisi szAmaban és e cikkben kozolt megoldasai koziil minél
tobbet a fenti feladatra altalanositani. Ezek koziil a differencidlszamitast hasznaloé okoskodas olvashaté a [7] kényv
11.49. Példajaban; a mechanikai érvelés a [9] konyv 9. fejezetében; a Ptolemaiosz-tételre épiil6 megoldas a [10] cikkben;
a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenséget alkalmazo pedig a [4] cikkben, ahol ezenfelill egy, a fény hullamter-
mészete altal motivalt, Huygenstél eredd geometriai megoldas is talalhato. Izgalmas kalandozast kivanunk az Stletek
rengetegében!

Koszonetnyilvanitas. A szerzé koszonettel tartozik Kovdcs Baldzsnak és Gnadig Péternek a kézirathoz fizott
értékes megjegyzéseikért.
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