4. A gyalogosok és Huygens

Térjiink most vissza a 2. szakasz eredményének elemzésére, ezaltal az idGben legrovidebb ut egy figyelemre méltod
tulajdonsagat fogjuk felfedni.

Fél szabalyos haromszogek. Tanulmanyozzuk elGszor azt, hogy geometriailag milyen specialis helyzeti az id6ben
legrovidebb tt, amelyben a D pontnak v/3 km tavolsagra kell lennie B-t6l. A Pitagorasz-tétel szerint ekkor AD =
2v/3 = 2BD, igy az ADB haromszog éppen egy szabalyos haromszog fele, vagyis ADB< = 60°, BAD< = 30° (lasd
a 3. dbrdt). A gyalogosnak tehat az AB-vel 30°-0s szOget bezardo AD szakaszon kell haladnia a BC orszagut felé.
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3. dbra

Gyalogosok frontja. Tiizetesebben szemiigyre véve az imént kirajzolodott specidlis szogeket, egy kiilonts dssze-
fiiggést fedezhetiink fel. Képzeljiik el, hogy egyszerre tobben szeretnének a homezordl a leghamarabb eljutni a C pontba,
mégpedig a kovetkezGképpen. Az AD szakaszra az A pontban merdleges egyenesen az A (piciny) kérnyezetében egymas
mellé felsorakoztatjuk a gyalogosokat, akik ugyanabban az idépontban indulnak el az AD szakasszal parhuzamosan
v sebességgel az orszagit felé (a 4. dbrdn az A’ és A” pontokbol indul6é gyalogosok palyéja lathat6). Az orszagut
elérésekor a gyalogosok 2v sebességgel a C' pont felé haladnak tovabb (egymas mellett, ha esetleg taldlkoznak). Azt
allitjuk, hogy ekkor az Osszes gyalogos egyszerre érkezik a C' pontba (pontosabban, az orszagitra C-ben merdéleges
egyenesre).

4. dbra

Vizsgaljuk példaul az A és A’ pontbol indulé két gyalogost. A derékszogek miatt AT’ D' A’ téglalap, ezért AT =
A'D’, igy mikor az A’ pontbol indulé gyalogos D'-be ér, az A-bol indulé a T” pontba jut. Masrészt a DD'T’ haromszog
egy szabalyos hadromszog fele, igy D'D = 21D, emiatt a D’-b6l 2v sebességgel tovabbhaladé gyalogos ugyanakkor ér
D-be, mint amikor a T"-b6l v sebességgel D felé halado mésik gyalogos. Az A és A’ pontbol indul6 két gyalogos tehat
egyszerre ér D-be, és innen mar egyiitt, egymas mellett mennek tovabb C felé. Hasonléan lathato, hogy az A és A”
pontokbol indulé gyalogosok D”-be egyszerre érnek, és mennek innen tovabb.

Fizikai nyelven az A-bol indulé gyalogosra tekinthetiink gy, mint a fényre, amelyrél most a Pierre de Fermat
(1601-1665) francia jogasz és ,miikedvels” matematikustol szarmazé elv szerint azt feltételezziik, hogy a legrovidebb
id6 alatt jut el a C' pontba. Mint tudjuk, a fény hullamként is viselkedik, ezért egyetlen gyalogos helyett egy egész sereg
gyalogosbél all6, a haladas irdnyara merdéleges front terjedésére gondolhatunk, amelyben minden gyalogos ugyanakkor
érkezik a C pontba. E fizikai szemléletbdl kiindulva a 4. abra segitségével visszafelé okoskodva konnyedén megkapjuk,
hogy a gyalogosok péalydjanak az orszaguttal 60°-os szoget kell bezarnia. Mindez természetesen nem teljes értékii
megoldas, de legalabbis a végeredménynek egy igen érzékletes megsejtése.

4.1. torténeti megjegyzés. Az el6bbi gondolatmenet altalanositdsa valojéban mar tobb évszazaddal ezel6tt
megfogalmazodott a holland matematikus, fizikus és csillagasz, Christiaan Huygens (1629-1695) fejében, aki egyébként
kiilonféle orak tervezésében is élen jart (az életérdl a [2] konyvben olvashatunk). Az 1690-ben megjelent Traité de la
lumiére (Ertekezés a fényrsl) cimt munkéjaban adta kozre a fény hullamtermészetérsl szol6 elmeéletét, és — a 4. dbrahoz
hasonlé rajzon — megmutatta (lasd [4, 33. oldal]), hogy mindebbdl levezethets a fénytorés Willebrord van Roijen
Snellius (1580-1626) holland csillagasz és matematikus, valamint René Descartes (1596-1650) francia filozofus és
természettudods altal kordbban méar megfogalmazott torvénye, amely szerint a beesési szdg szinuszanak és a torési szog
szinuszanak hanyadosa egyenls az egyes kozegekben mért terjedési sebességek hanyadosaval.



5. Megoldasok potyognak az égbdl

Miel6tt a kovetkezd nevezetes egyenlGtlenségre térnénk ra, ebben a részben két tovabbi megoldast mutatunk,
amelyekben felhasznaljuk, hogy mar megsejtettiik a minimumhelyet. Az ilyesmi nem ritka a matematikiban: egy
fizikai érvelés vagy egy mélyebb elmélet (példaul differencidlszamités) segit megsejteni a végeredményt, majd ezaltal
leliink méas megoldasi utakra.

Egy kis trigonometria. Az id6ben legrovidebb ut igen specidlis helyzete arra 6sztonodzhet, hogy megnézziik,
miként fest a teljes ut megtételéhez sziikséges idG, ha azt példaul o = BAD< fiiggvényében irjuk fel (lasd 5. dbra).
Ekkor a BAD haromszogben cosa = AB/AD és tga = BD/AB, igy

(5.1)
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ahol AB = 3 és BC = 10 adottak. A jobb oldalon a zardjelben 1évs kifejezés minimumanak megkeresése most sem
tlinik magatol értet6ddnek, am egyéb oOtlet hijan a differencidlszamitas elsoprd ereje bizonyara megteszi a dolgat. Ha
viszont valahonnan — példaul az el6z6 megoldasokbél — mar megsejtettiik az o = 30° minimumbhelyet, akkor elegendé a

—tg30° =3

ga =2
COS (v cos 30°

egyenlGtlenséget igazolni 0 < o < BAC< esetén, ami cos «a > 0 miatt egyenértékii azzal, hogy

1
1> TCOSCM—F §sina.

Mivel cos 30° = v/3/2 és sin 30° = 1/2, ezért az iménti egyenlStlenség a
cos(aw — ) = cosacos B + sinasin 3

addicioés formula felhasznalasaval az
1> cos(a — 30°)

nyilvanval6 alakot 6lti, amelyrél az egyenlGség feltétele, a = 30° is azonnal leolvashaté. Ez megfelel a feladat kivéa-
nalmainak, hiszen ekkor AB = 3 és BC' = 10 miatt BD = v/3 < BC = 10. Mindez a szélséérték-feladatunknak egy
djabb, trigonometrikus megoldasi modja.

5. dbra

Vegyiik észre, hogy az el6bbi érvelésnek valojaban az is folyomanya, hogy az (5.1) kifejezés minimumhelye a 0 <
a < BAC< szogtartoméanyon o« = 30° minden olyan esetben, amikor BAC'K< > 30° (az AB és BC' szakaszok konk-
rét hosszatol fiiggetleniil). Termeészetesen mindez a 2. szakaszbeli érvelésbdl szintén kovetkezik, ugyanis az egységek
atskalazasaval feltehets, hogy AB = 3, igy az (1.2) képlet csupén annyiban médosul, hogy

AD DC 1
__|_ =

5 BC—xz\ 1 BC —-10
v 20 _’U< S 2 >_vf(x)+ v
ahol 0 < < BC'. Sz6rél szora megismételve a korabbi okoskodast a minimumhelyre z = V3 adodik, feltéve, hogy
BC > /3.
Felmeriil a kérdés, hogy vajon BC' < /3 esetén a BC' szakasz mely pontja szolgéltatja az idében legrovidebb utat?
Ebben az esetben BD = v/3 mar nem johet szoba, hiszen D a BC szakaszon kiviilre esne. Ekkor példaul az f fiiggvény
monotonitasi tulajdonsagai lehetnek segitségilinkre.

Monotonitas elemien. Valamely ismert matematikai program segitségével kirajzolva az f fliggvény grafikonjat
(6. dbra) rogtén megsejthetjiik, hogy a minimumbhelytsl balra f szigortian monoton csékkend, jobbra pedig szigortan
monoton noévs. (Vigyazzunk, hogy egy fliiggvény egy minimumhelyt6l balra és jobbra is végtelen sokszor fel-le inga-
dozhat — oszcillalhat —, tehat altaldban nem feltétleniil kell monotonnak lennie!) Ebb6l kévetkezGen, ha BC < V3,
akkor az idGben legrovidebb at maga a BC' szakasz. A monotonitési tulajdonsagokat differencidlszamitas segitségével
természetesen konnyedén igazolhatjuk (az aprilisi K6MaL negyedik megoldasanak mintajara), de elemien sem nehéz
belatni, nézziik is meg. Legyen példaul 2y < 2o < /3, ekkor f(z1) > f(x2) azt jelenti, hogy

10 — 10 —
Vi +9+ 2‘701 > /22 +9+ 2‘702,




atrendezve pedig

xg—x1>2<\/x%+9—\/x%+9>.

Mindkeét oldalt a pozitiv \/xg +9+ \/x% + 9 kifejezéssel szorozva, valamint az (a — b)(a + b) = a® — b* azonossagot
felhasznalva

(22 — 1) <\/x§+9+\/x§+9) >2((2349) — (21 +9))

adodik, ahol a jobb oldal 2(xo —x1) (22 + 1) szorzat alakba irhato at. Mivel zo > x4, igy az (x2 — x1) pozitiv tényezGvel
valo ekvivalens leosztas utan a

\/x§+9+ 249 > 2(z + 1),

a bizonyitandé f(x1) > f(x2) Osszefiiggéssel egyenértéki egyenlStlenséghez jutunk. Ez viszont zo < V3 és 21 < V3
miatt teljesiil, hiszen ekkor

\/x§+9+ 23 +9>2V12=2(V3+V3) > 2(za + 21).

Ezzel differencidlszamités nélkiil belattuk f szigor monoton csokkenését = < V3 esetén; az r > V3 esetén valod
szigort novekedés hasonloan igazolhato (és a fentiek mintajara érdemes megprobalkozni az (5.1) fliggvény monotonitasi
szakaszainak vizsgalataval). Ez a homezs feladatnak ismét egy megoldasa.
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6. dbra

6. Cauchy, Bunyakovszkij és Schwarz

Ebben a részben az (1.3) hozzarendeléssel értelmezett f fiiggvényben szerepld négyzetgyok kikiiszobolésének egy
tjabb modjat mutatjuk be, amelynek Gtlete a [3] cikkbdl szarmazik. F6 eszkoziink a kovetkezd csinos algebrai egyen-
16tlenség.

6.1. allitas (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség). Tetszdleges a, b, ¢, d valds szamokra

(6.1) lac + bd| < Va2 + b2 - /2 + d2.
Egyenldség pontosan akkor teljesil, ha ad = be.

6.2. megjegyzés. Barmely z valos szamra x < |z| (és egyenlGség csakis x > 0 esetén van), ezért a (6.1) egyenl6t-
lenség igaz marad a bal oldalon szerepld abszolut érték elhagyasaval. Ekkor az egyenlGség feltétele szigorubb, ad = be
mellett ac + bd > 0 is sziikséges (amit sokkal elegansabban meg lehet fogalmazni, err6l nemsokara szot ejtiink a bizo-
nyitast kovets 6.5. észrevételben).

Bizonyitas. Az egyenlGtlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, elég
tehat igazolni, hogy
(ac + bd)* < (a® +b%)(* + d°).

Innen a miveletek elvégzése utan
a’c® + 2achd + b*d* < a®c® + a*d® + b*c* + b*d?
adodik, ami rendezve a
0 < a*d* — 2achd + b*c?

alakot Olti, azaz
0 < (ad — be)®.

Ez nyilvanvaloan teljesiil, az egyenlGség feltétele, ad = be pedig vilagosan leolvashat6. Mivel ekvivalens atalakitasokat
végeztiink, s6t minden lépésben az egyenlGség esete megSrz&dott, ezért az eredeti egyenlGtlenség is igaz és abban
ugyanakkor all fenn egyenlGség. ]



6.3. megjegyzés. Az egyenl6tlenség egy masik hagyomanyos bizonyitasa, hogy felirjuk a nemnegativ és a®+b% # 0
esetén masodfoku
(az — ) + (bx — d)* = (a® +b*)2® — 2(ac + bd)z + ¢* + d

kifejezés diszkriminansat, amely sziikségképpen nemporzitiv. Ezt az Olvasora bizzuk, az egyenlGség esetének vizsgala-
taval egytitt.

6.4. torténeti megjegyzés. A (6.1) egyenlGtlenség (abszolut érték nélkiili valtozatanak) valos szam n-esekre
vonatkozo altalanositasa a kovetkezs:

a1b1+a2b2+...+anbn§\/a§+a§+...+a%-\/b§+b§+...+b,%.

Ezt Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) francia matematikus — a 6.3. megjegyzésben vazolt Gtletet kovetve — igazolta
1821-ben a hires Ecole Polytechniqe miiszaki egyetemen tartott analizis kurzusihoz irt konyvében. A mii a modern
analizis kialakulasdnak fontos mérfoldkdve, amelyben Cauchy szdmos mai fogalom, koztiik példaul a hatarérték, folyto-
nossag alapjait fektette le (Cauchy Osszegyjtott munkai 27 kotetet tesznek ki, amelyek a [7] weboldalon elektronikus
formaban megtalalhatok tobb mas hasonloan kiemelkedd matematikus Osszes miiveivel egyiitt). Késébb, 1859-ben
Viktor Jakovlevics Bunyakovszkij (1804-1889) orosz matematikus az egyenl6tlenségnek integralhato fliggvényekre vo-

natkozo valtozatat irta fel:
b 2 b b
(/ g(x)h(x) daj) < / g*(x)dx - / h(x) da.

Bunyakovszkij cikke kevéssé valt ismertté az akkori Nyugat-Europaban, igy nem tudvan az eredményrél Karl Hermann
Amandus Schwarz (1843-1921) német matematikus 1885-ben hasonlod egyenlGtlenséget igazolt felszini integrélokkal
kapcsolatos munkajaban. Ezek alapjan szokas a (6.1) egyenlGtlenséget és altalanositésait Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz-egyenl6tlenség néven emlegetni — am nyelvteriiletenként és matematikai iskolanként is roppant valtozatos,
hogy a harom névbdl allo halmaz nemiires részhalmazai koziil melyikkel illetik az egyenlStlenséget (a nevek sorrend-
jérdl nem is beszélve).

A homezés feladatra vald alkalmazés el6tt célszerd még egy észrevételt tenniink az egyenlGtlenség szemléletes
jelentésérsl. Akiket a megoldas jobban izgat, azok elsé olvasaskor tovabbugorhatnak.

6.5. észrevétel. A ranézésre algebrainak tiing (6.1) egyenlStlenségnek valojaban geometriai jelentés tulajdonitha-
t6. Vegyiik észre ugyanis (lasd 7. dbra), hogy /a2 + b2, V/¢® + d2 rendre az u = (a,b) és v = (c,d) sikbeli vektorok
hossza (abszolut értéke), az ac+ bd kifejezés pedig a két vektor skalaris szorzata derékszogi koordinatarendszerbeli ko-
ordinatak segitségével felirva (vektorok skalaris szorzatéarol és geometriai alkalmazasairol bévebben lasd Reiman Istvdn
(1927-2012) — a magyar matematikai tehetséggondozas legendas alakja, a diakolimpiai szakkor évtizedeken keresztiili
vezetGje — kitiing [5] konyvét). Ismert, hogy két vektor skalaris szorzata a hosszaik és a hajlasszogiik koszinuszanak
szorzata. Ha most (u, v) jeloli u és v skalaris szorzatat, akkor a (6.1) egyenl6tlenség igy irhato:

[(w,v)| = Jul - [v| - [cos | < |ul - |v].

(Vigyazzunk, itt kétféle abszolut érték is szerepel, szamoké és vektoroké egyarant.) Egyenlség pontosan akkor all
fenn, ha |cosg| = 1, vagyis az u, v vektorok egyallasuak — ellendrizziik le, hogy ez egyenértékii a korabban kapott
ad = be feltétellel. Az is vilagosan latszik, hogy a bal oldali abszolut érték nélkiili (u,v) = |u| - |v| egyenl&ség feltétele
cos@ = 1, tehdt u és v azonos irdnytak. Ebben a formaban sokkal szemléletesebb (és kdnnyebben megjegyezhet)
a (6.1) egyenl6tlenség, vigyazzunk azonban, hogy bar a bizonyitas ranézésre pofon egyszert, de el van benne rejtve
a skaléris szorzat koordinatakkal felirt alakja.
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Figyelemre mélté még az el6bbieken kiviil, hogy a (6.1) egyenl6tlenségnek kovetkezménye a sikvektorokra vonatkozo
haromszog-egyenlétlenség:
lu+v| <[a|+[v]



Ez persze geometriailag vilagos, hiszen az u, v, u + v vektorok alkotta hdromszég barmely két oldalhosszanak Gssze-
ge legalabb akkora, mint a harmadik oldal hossza (lasd 8. dbra). A néha becsapos szemléletet viszont kénnyedén
kikeriilhetjiik, ugyanis koordinatakkal kifejezve arrédl van széd, hogy

(6.2) \/(a+c)2+(b+d)2§\/a2+b2+\/c2+d2,

ami — négyzetre emeléssel és rendezéssel lathatoan — a (6.1) egyenlGtlenség abszolat érték nélkiili valtozataval ekviva-
lens.

y (a +¢,b+d)
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T
8. dbra

A hémezds feladat megoldasa. Kanyarodjunk most vissza az (1.3) fliggvény minimuméanak megkereséséhez.

A /a2 + 9 kifejezés éppen az (z,3) vektor hossza, ami azt sugallhatja szdmunkra, hogy a Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz-egyenlGtlenséggel probalkozzunk. Az alkalmazasdhoz azonban sziikségiink lenne még egy vektorra, am szeren-
csére ott van, csak ,elrejt6zott”:

(6.3) Va2 +9=+v22+9-1=/22+9-/cos? 3 + sin? 3.

(Amennyiben nem szeretnénk trigonometrikus fiiggvényekkel dolgozni, akkor (cos 3, sin 8) helyett gondoljunk egysze-
riien egy (v, vs) egység hosszi vektorra, azaz v +vs = 1.) A § szog szamunkra megfelel értékét egyelre nem tudjuk,
de tiistént ki fog deriilni. Alkalmazzuk most a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség abszolat érték nélkiili
valtozatat (6.3) alapjan:

(6.4) Va2 +9=1+22+9-/cos? 8 +sin® B > zcos B+ 3sin 3.

Ezzel az f fliggvény egy alsé becslését nyerjiik:

10 — 1
f(x) > xcosfB+3sinfs + 0 I-x(cosﬂ—§>+3sinﬂ+5.

Immar jol latszik, hogy cos 8 = 1/2 esetén f-nek z-t6l fiiggetlen alsé becslése adodik. Legyen tehat 5 = 60°, ekkor
cos B =1/2, sin f = v/3/2 miatt

10 — 3v3
fl@)=vVaz2+9+ 2$23sinﬂ+5:T\/_+5.
A 6.2. megjegyzés figyelembevételével egyenlSség csakis akkor &ll fenn, ha z - - = 3- o LA T = V3 (a 6.5. ész-

1 V3
27 2
lenniiik). Mivel 0 < V3 < 10, ezzel a korabbi megoldasokhoz hasonl6an megkaptuk, hogy az f fiiggvény minimumhelye
a [0,10] intervallumon z = /3.

revételben foglaltak szerint ugy is fogalmazhatunk, hogy az (z,3) és ( > vektoroknak azonos alldstiaknak kell

6.6. megjegyzés. A kivancsi Olvaso eltdprenghet azon, hogy az el6bbi okoskodasban felbukkano 5 szog és maga
a (6.4) egyenlGtlenség az 1. 4bran vajon hogyan jelenitheté meg — ehhez érdemes hasznalni azt, hogy egy vektornak egy
adott egységvektorral képzett skalaris szorzata a vektornak az egységvektor irdnyara vetett elGjeles vetiilete (lasd [5]).

Az [1] konyvecskében a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség mellett tovabbi nevezetes egyenlGtlenségek-
hez kapcsolodo feladatok koziil valogathatunk, ezenkiviil a [6] angol nyelvi konyv igazi csemege azok szaméara, akik
az egyenlGtlenségek miivészetében szeretnének kalandozni.
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