A valtozatossag gyonyorkodtet — tartja a mondas. Egy matematikai probléma szépségét példaul gyakorta a megol-
dashoz vezets utak sokszintsége és egymasba fonodasa adja. A kiilonféle nézépontok szerepet jatszhatnak a mélyebb
megértésben és egymastol tavolinak tind teriiletek dsszekapcsolasdban, amint ennek a KéMal hasabjain striin szem-
tanti lehetiink. Irasunkban is éppen a megoldasok roppant gazdagsiganak érzékeltetését tiizziik ki célul, méghozza,
a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnéazium matematika munkakozossége altal 6sszeallitott
és a 2016. mérciusi szdmban megjelent, az emelt szint matematika érettségire valoé gyakorlast szolgalé feladatsor egy
szélsGérték-feladata kapcsan.

Feladat. Egy gyalogos a hoval boritott mez§ A pontjaban van, 3 kilométernyire a BC' egyenes uttol (az 1. dbrdn
AB = 3 km, BC = 10 km). Az orszaguton a gyalogos kétszer akkora sebességgel halad, mint a homez6n. Mely D
pontban kell kimennie a gyalogosnak az utra, hogy a legrovidebb idé alatt jusson el C-be?

10 C

Az aprilisi szdmban a kitiiz6k igazan tetszetGs modon négy kiilonb6z6 megoldasat mutattak be az iménti feladat-
nak: egy algebrai, egy fiiggvénytani és egy elemi geometriai utat, valamint az optika Snellius—Descartes-féle fénytorési
torvényén alapulé fizikai szemléletd megkozelitést. Célunk, hogy mindezt megtoldjuk tovabbi megoldasokkal, segit-
ségiil hivva nevezetes egyenlGtlenségeket és a mechanikat. Felbukkan a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlét-
lenség, a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenség, valamint a hurnégyszogek Ptolemaiosz-egyenlStlensége. Szd
esik ezenkivill még az Euler-féle helyettesitésekrdl, négyzetszamok tablazatairol, hullaimfrontokrol, erék eredgjérsl és
mindemellett a matematikatorténeti érdekességek sem maradnak el. Kozben pedig szamos toprengési lehet&séget és
béséges olvasnivalét kindlunk az érdekl6ds Olvaso szaméra. Javasoljuk, hogy a tovabbhaladas el6tt probélkozzon meg
minél tobbféle megoldas onalloé kigondolasaval, majd ezutan az aprilisi szam megfelel6 oldalaira ugyancsak érdemes
visszalapoznia. A megoldasok szines és szertedgazd sokasagan keresztiil remélhet6leg feltarulnak a feladat rejtett kincsei
és alkalom nyilik a gyonyorkodésre.

1. Kezdeti lépések a havon

Jollehet a feladat szbvege és az 1. abra is azt sugallja, hogy a D pontnak a BC' szakaszon kell lennie, mindenesetre
nem art meggondolnunk, hogy az idében legrovidebb ut szempontjabol a BC egyenes tobbi pontjat kizarhatjuk.
Valoban, ha a 2. dbrdn lathatéo modon a D; pont a BC' egyenesen B-t6l balra van, akkor nyilvin BC' < D, C, tovabba
az ABD; derékszogd haromszogben AD; atfogo, ezért AB < AD,. Kovetkezésképpen az ABC torottvonal mindkét
szakasza rovidebb az AD,C torottvonal megfelels szakaszaindl, igy a megtételiikhoz is kevesebb id6 kell, tehat van
az AD;C torottvonalnal idében révidebb ut. Amennyiben egy, a C-t6l jobbra esé Do pontot tekintiink, akkor DoC A<
tompaszog (miért?), emiatt a DoC' A haromszogben ADs a leghosszabb oldal, igy mar énmagéban az ADs ut megtétele
tobb idébe telik, mint egyszertien az AC szakaszon végigmenni.

D1

2. dbra

Ezek utan legyen a gyalogos sebessége a homezdn v, az orszaguton pedig 2v (ahol v > 0), ekkor az ADC t6rottvonal
it megtételéhez sziikséges id6:

) AD  DC _1 ( DO> .

- AD + ==
v 2v v + 2
Vilagos, hogy a minimum helyének szempontjabol v nem jatszik szerepet, ezért elég csupan a zarojelben 1évé kifejezést
vizsgalni (mas szoval felteheté v = 1), amelyet irjunk fel a D pont B-t8l (km-ben) mért tavolsaganak fiiggvényében
a KoMalL éaprilisi szaméaban k6zolt els6 megoldashoz hasonléan.

Ha BD =z, ahol 0 < z < 10, akkor DC = 10 — z, tovabba az ADB derékszogi haromszogben a Pitagorasz-tétel

alapjan AD = /22 +9, igy

DC 10 —
(1.2) AD+ == = Va2 +9+ 2””.




Elegendd tehat az

10—«
2

(1.3) flx) =+va2+9+

fiiggvény minimumanak helyét megkeresni 0 < x < 10 esetén. Az aprilisi szadm 204-206. oldalain erre két okoskodast
olvashattunk: az egyik egy masodfoktu paraméteres egyenlet diszkrimindnsanak vizsgalatara vezeti vissza a kérdést,
a masik pedig differencialszamités segitségével adja meg a szélsGértékhelyet. Most az (1.3) hozzarendelési szabalyban
szerepls négyzetgyok kikiiszobolésére elGszor egy rafinalt helyettesitést mutatunk.

2. Egy ravasz gondolat

A szakasz gondolatmenete a ,homezss” feladattal egyiitt megtalalhato Hodi Endre (1923-2003) — aki sok éven at
a matematikai didkolimpiai csapat kisérGje és a tehetséggondozas aktiv szereplGje volt — szélsGérték-feladatok elemi
megoldasarol szolo remek konyvecskéjében (lasd [2, 109-112. feladat]). A megoldéasnak erre az otletére e sorok iroja-
nak figyelmét Németh Jozsef, a szegedi Bolyai Intézet kitting oktatdja hivta fel, aki a mindennapi életben eléforduléd
szélsGérték-problémakrol tartott eldadasaban a homezss feladat olajvezeték épitési koltségének minimalizélasara atfo-
galmazott valtozatat (lasd [5, 8. feladat]) oldotta meg az egykori mesterétsl, — a nemzetkozileg kiemelkedd matematikus
és tanaregyéniség — Kalmdr Ldszlotdl (1905-1976) tanult elemi modszerrel. Lassuk az 6tletet!

Célunk, hogy az (1.3) kifejezésben szerepls négyzetgyok hasznalatat egy ligyes helyettesitéssel elkertiljiik. Ehhez
induljunk ki a jol ismert

(2.1) (u+v)° — (u—v)* = 4uv
algebrai azonossagbol. Ha most v = %, akkor ebbdl atrendezés utan
1\° 1)°
(u—ﬂ) +1:<u+ﬂ>
adodik. Még praktikusabb, ha az iménti Osszefiiggés 9-szeresét tekintjiik:
1\12 1\12
(2.2) [3 (U_E)] +9= [3 (u—i— E)] ,

1 1
hiszen ez nyomban az r = 3 (u — 4—) vagy T = —3 (u — 4—) helyettesitést sugallja. Ekkor ugyanis u > 0 feltétele-
U U

zésével (2.2) alapjan

(2.3) ng(u+ i)

Ha példaul az

(2.4) z=3 (u— ﬁ)

helyettesitést valasztjuk, akkor

10 — 3
(2.5) z2 +9+ == <E+—u)+5.

Ezéltal a minimalizdland6 kifejezésiink egy csapasra olyan alakot 6lt6tt, amely talcan kinédlja a szdmtani és mértani
kozép kozotti egyenlStlenség alkalmazasat: tetszbleges u pozitiv szdmra

u 3 u 3 3V3

(2.6) 3(§+8—u)+523-2- 5-8—u+5—T+5.
Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha u/2 = 3/(8u), ahonnan u > 0 folytan u = v/3/2 kivetkezik, és ekkor a (2.4)
helyettesités értelmében = v/3. Mivel ez megfelel a 0 < z < 10 kivanalomnak, igy a (2.5) és (2.6) Gsszefiiggések
figyelembevételével azt kapjuk, hogy az f fliggvény a [0, 10] intervallumon a minimumat az x = v/3 pontban veszi fel
(és a minimum értéke 3v/3/2+5).

Alljunk csak itt meg egy pillanatra, biztosan nem felejtettiink el semmit az el6bbi gondolatmenetben? Hogyan is
okoskodtunk? Meghataroztuk a (2.5) azonossag jobb oldaldanak minimumbhelyét a pozitiv u szamok halmazéan és ebbdl



a bal oldali kifejezés 0 < x < 10 esetén vett minimumanak helyére kovetkeztettiink. De milyen x értékekre érvényes
egyaltalan a szoban forgo (2.5) azonossag? Olyan x valos szamokra, amelyek eléallnak (2.4) alakban valamilyen v > 0
esetén. Vajon el6all minden z € [0, 10] szam ilyen modon? Nem fordulhat els, hogy ,bizonyos” x € [0, 10] szamok esetleg
nem irhatok fel (2.4) alakban és raadasul ezekre az z-ekre f kisebb értéket vesz fel, mint a v/3 pontban? Szerencsére
a (2.4) osszefiiggés u-ra nézve valdjaban egy masodfoku egyenletre vezet, igy gond nélkiil megoldhatjuk:

1 1
ulz—(az—F 3:2+9) és uQ:—(:zz— a:2—|—9).
6 6
Minthogy tetsz6leges = € R esetén 22 4+ 9 > Va? = |z| = max{x, —z} (egy x szadm abszolut értéke x és (—x) koziil
a nemnegativ, vagyis a nem kisebbik), ezért u; > 0, ug < 0. Ez azt jelenti, hogy barmely x valos szamhoz egyértelmtien
létezik olyan u pozitiv szam (és ezenfeliil egy negativ is), amellyel x el6all (2.4) alakban, mégpedig

1
(2.7) uza(x—i— x2+9>,
kovetkezésképpen a (2.4) helyettesités egy kolcsonosen egyértelmt megfeleltetést — mas szoval bijekciot — ad meg
a valos és a pozitiv valos szamok halmaza kozott (és emellett a valos és a negativ valos szamok kozott is). A szemfiile-
sebbek minderre természetesen a (2.3) és (2.4) Osszefiiggések tiikrében egyenletmegoldas nélkiil is kovetkeztethetnek,

az analizisben jartasak pedig akar elvégezhetik az u +— u — T fliggvény teljes vizsgalatat.
U
Osszefoglalva, a (2.5) azonossag érvényes minden 0 < z < 10 esetén valamely u > 0 szammal, ezért csakugyan
helyesen kovetkeztettiink a bal oldal minimumaéanak helyére a jobb oldal pozitiv szdmokon vett minimumbhelyébél, igy
az f fliggvény a [0,10] intervallumon a legkisebb értékét az x = V/3 pontban veszi fel. A gyalogosnak tehat a B-t6l
V3 km-re lévé D pontban kell kimennie az orszagutra, hogy a legrévidebb id6 alatt érjen a C pontba.

2.1. megjegyzés. Ha (2.4) helyett x = —3 (u )
u

1
—), akkor u > 0 folytan

(2.8) u:%( 3:2+9—a:),

1
és ennek segitségével az el6z6ekhez hasonloan vizsgalhatjuk az f fliggvényt. S6t, a (2.1) azonossagban v = ym he-
U

lyett valaszthatunk més u, v parokat, a lényeg csupén, hogy a 4duv = 1 0Osszefiiggés fennalljon — a kiilonféle esetek
mélyrehatobb vizsgalatat az Olvasora bizzuk.

A (2.7) vagy (2.8) helyettesitésekre rabukkanhatunk ugy is, ha a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség
lebeg a szemiink el6tt. A megfelels alsé becslés érdekében ekkor olyan mennyiségeket célszerd felfedezniink az f
fiiggvény (1.3) alakjaban, amelyek szorzata allando. Es 1am:

2
( :102—1—9—1—:10)-( x2+9—x):( x2+9> —22=09.

Mindezek a helyettesitések valojaban mar nagyon régen felbukkantak a matematikdban, errél a kdvetkezé szakaszban
meséliink.

3. Pihend: négyzettablazatok, Euler-helyettesitések

Ebben a részben egy csoppet még elid6ziink a (2.1) azonossag, valamint a (2.7), (2.8) helyettesitésekkel kapcsolatban
felmeriils érdekességek és torténeti hattér mentén. Mindez nem feltétleniil tartozik szorosan a megoldasok folyamaba,
ezért elsé olvaséasra nyugodtan a kovetkezs szakaszra lehet ugrani.

Szorzas és négyzetre emelés. Kezdjiik elGszor a (2.1) azonosséggal, amelyet gy is irhatunk, hogy

(3.1) <”;’U)2—<“g”>2_m.

Ez azt fejezi ki, hogy két szam szorzatanak kiszamitasa megfelel§ értelemben visszavezethetd négyzetre emelésekre.
Els6 ranézésre a formula Osszetettnek tiinik, Am nagy szamok esetén hatékonyabb modszert adhat a szorzas kozvetlen
elvégzésénél. Ezt a 19. szézad elejétsl kezdve tobben felismerték és készitettek az egész szamok négyzeteihez kapcsolodo
tablazatokat. Jakob Philipp Kulik (1793-1863) osztrak matematikus 1851-ben példaul az 1-t6l 29 999-ig terjedd egész
szamok négyzeteinek 1/4-szeresét foglalta tablazatba. Err6l b6vebben olvashatunk a [6] cikkben, ezenkiviil a [7] web-
oldalon szdmos, az 1500-as évektsl kezd6dden késziilt, a kézi szamolast segité tablazatot tanulmanyozhatunk. Termé-
szetesen a modern szamitogépek elterjedésével ezek a tablazatok — ahogyan a kozépiskolai négyjegyi fiiggvénytablazat
kiilonboz6 szamtablazatai — fokozatosan jelentGségiiket vesztették.




A szorzas négyzetre emelésre vald visszavezetése nemcsak a konkrét szamolasokat teheti konnyebbé, hanem elméleti
okoskodésokban szintén hasznunkra valhat. Ha O0sszeadas, kivonas, szammal valé szorzas, valamint négyzetre emelés
soran megdrzddik valamely tulajdonsag — ezt sok esetben konnyt igazolni —, akkor ezt a tulajdonsagot altalaban
a szorzas ugyancsak megtartja. Ily médon is igazolhaté példaul, hogy két konvergens sorozat szorzatdnak hatarértéke
a két sorozat hatarértékének szorzata, vagy bizonyithato a differencialhato fiiggvények szorzatanak derivalasara vonat-
koz6 Leibniz-formula, vagy éppen két Riemann-integralhato fiiggvény szorzatanak integralhatosdga — tobbek kozott
Kalmar Lészlo szintén igy szerette tanitani, lasd a [3] tankonyvének megfelels részeit. Hllusztracioképpen alljon itt a
szorzat derivalasi szabéalyanak a (2.1) azonossagra tamaszkodoé szellemes bizonyitasa: ha mar tudjuk, hogy tetsztleges

f,9: R = R differencialhato6 fiiggvényekre és A valés szamra (f +g) = f/ + ¢, (A\f)' = Af', valamint (f2) = 2ff,

akkor
o =((52)'-(59)) -

f+g f+9 -9 f' =49

—=9.. 9. _9.L 4

2 2 2 2

=fg+1dg

Megemlitjiik, hogy Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) német filozofus és matematikus — a differenciél- és in-
tegralszamitas felfedezGje Newton mellett — 1675. november 11-ei kéziratdban még tévesen ugy vélte, hogy szorzat
derivaltja a tényezdk derivaltjainak szorzata, am tiz napra ra méar tudta a helyes Osszefiiggést (Leibnizrél bévebben
lasd az [1] konyv megfelels fejezetét).

Euler és a helyettesitések. A (2.7) vagy (2.8) helyettesitésekre visszakanyarodva érdemes kiemelniink, hogy
ezeket Leonhard Euler (1707-1783) svajci matematikus — a matematikatorténet egyik legsokoldalibb és legterméke-
nyebb géniusza — részletesen targyalta 1748-ban kiadott Introductio in analysin infinitorum (Bevezetés a végtelenek
analizisébe) cimi kétkotetes miivében, amelyben Osszefoglalta mindazt, ami szerinte az elenyészen kis mennyiségek
analiziséhez sziikséges. Az els6 kotet 3. fejezetében Euler tobbek kozott az y(x) = v ax? + bz + ¢ alakt négyzetgyokos
kifejezések raciondlis tortfliggvénnyé (azaz két polinom hanyadosava) valé alakitdsdhoz adott meg helyettesitéseket.
Ha a p(z) = ax® + bx + ¢ masodfoku polinom mindenhol pozitiv értéki, akkor sziikségképpen a > 0 és ¢ = p(0) > 0,
és ekkor az

N e
(3.2) w=az? +bx+c—ar vagy u= o Fhrte= Ve

x

1j valtozokat vezette be Euler, amelyekre napjainkban Euler-féle helyettesitésekként szokas hivatkozni. Val6jaban
mindkét képletben kiilonbség helyett Osszeg is vehets, és igy az els6bol lényegében megkapjuk a (2.7), (2.8) helyettesi-
téseket. Az Olvaso szamara javasoljuk annak ellenGrzését, hogy ezekkel a helyettesitésekkel y az u valtozonak valéban
racionélis tortfiiggvényéve valik (voltaképpen mindezt végigesinaltuk a 2. szakaszban y helyett az f fliggvénnyel). Azon
szintén érdemes eltingdni, hogy vajon milyen helyettesitést javasolt Euler abban az esetben, amikor az az® + bz + ¢
polinomnak két valés gyoke van. Ezutan ugyancsak megéri Euler eredeti mtivébe belepillantani, amely mai szemmel is
kivaloan érthets (az Osszes miivei kiilonféle forditasokban olvashatok a [8] weboldalon). Modszerei és meglatasai koziil
— amint a fenti példa jol mutatja — szamtalan mindorokre beépiilt a matematikai gondolkodéasba (Eulerrsl bévebben
olvashatunk az [1] kényvben).

A (3.2) helyettesitések talan ismerdsek lehetnek az integralszamitasban jartasak szamaéra, hiszen ott gyakran van

sziikség négyzetgyokos, a v/ 22 + 1 kifejezést tartalmazo integralok kiszamitésara. Persze, az

u—
u=+z2+1—2, azaz x=

2

g =

1j valtozo bevezetésénél tiulnyomorészt a sokkal kényelmesebb tigynevezett hiperbolikus fiiggvényeket hasznaljuk, vagyis

t —t
e — e
r="""_ —sht,
2

ahol sh a szinusz hiperbolikusz fiiggvény. A /22 — 1 alaku kifejezés pedig

Py t —t
2“ vagy xz%zcht

xr=

helyettesitésekkel ,racionalizalhat6”, ahol ch a koszinusz hiperbolikusz fiiggvény, amelynek grafikonjat lancgdrbének
szokés hivni, ugyanis ahhoz hasonlo alakot vesz fel a két végeén felfiiggesztett lanc. (A szinusz és koszinusz hiperbo-
likusz fliggvényekrdl annyit méris tudunk, hogy ch®t —sh®t = 1, ami nem mas, mint a (3.1) Osszefiiggés egy ujabb
megnyilvanulasi forméaja.) Végil pedig a /1 — 22 alaku kifejezés esetén a trigonometrikus x = sint vagy x = cost
helyettesités lehet a leginkabb célravezets. Mindezekrdl (beleértve a lancgdrbét) a [4] tankdnyvben teljes részletességgel
olvashatunk.
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