Bizonyitsuk be, hogy az elsd 1024 pozitiv egész szdamot szét lehet osztani két, egyenként 512 elemet tartalmazo

(x1, T2, ..., T512) €8 (Y1, Y2, -- ., Ysi2) részre gy, hogy minden j < 10 természetes szamra fenndlljon a kévetkezd
egyenldség:
(1) T+t F T =Y Y+ Y

I. megoldas. Kényelmesebb lesz az elsé 1024 nem negativ egész szamra bizonyitani a feladat allitdsat. Ebbél
kovetkezni fog az eredeti allitas, hiszen ha valamilyen (x;, vy;, ¢ = 1,2,...,512) szdmokra minden j < 10 mellett
fennall (1), akkor az

szamokra is érvényes (1) minden j < 10 mellett. Az fi , y{ hatvanyok koziil ugyanis az els¢ példaul a j tényezGs
(z; + 1)(:Ei + 1) co(xi+ 1)

szorzattal egyenls. Ha ebben minden tagot minden taggal megszorzunk, sszesen 27 szorzatot kapunk, hiszen mindegyik
tényezGben két tag kozott valaszthatunk: vagy az x;-t valasztjuk, vagy az 1-et. A kapott szorzatok mindegyike xf alak,
ahol k azoknak a tényezdknek a szama, amelyekben az x;-t valasztottuk. Igy tehat k& < j < 10, és emiatt a kapott
szorzatok mindegyikére kiilon-kiilon alkalmazva (1)-et, j helyett a k kitevére azt kapjuk, hogy (1) az x;-k, y;-k helyett
az T;, y,; szamokra is teljesiil.

Irjuk fel az els6é 1024 nem negativ egészet a kettes alapt szamrendszerben, és aszerint osszuk Gket két részre,
hogy ebben az alakjukban a szadmjegyek Gsszege paros-e vagy paratlan. Mivel 1024 a 2-nek éppen 10-edik hatvanya, a
szamaink mind

(3) 2%eg + 28¢5 + ...+ eg

alakuak, ahol az ey szamjegyek mindegyike 0 vagy 1. Megforditva, minden ilyen alakd szam megtaldlhatd a két rész
valamelyikében aszerint, hogy az
eg+es+...4+ ¢

Osszeg paros-e vagy sem.
Ha egy (3) alaka szamnak ki akarjuk szamolni a j-edik hatvanyat, most j tényezss szorzatot kell kiszamitanunk,
de a

(4) (2%g + 28eg + ...+ eg) - (2% + 28eg + ...+ €g) ... (2%9 + 2%es + ... + €0)

szorzatban a kifejtés utan mar 107 részeredmény van, hiszen most mindegyik tényezében 10 lehetdség koziil valasat-
hatunk. Mindegyik részeredményben a 10 szdmjegy koziil néhany szerepel, mégpedig j < 10 miatt biztosan 10-nél
kevesebb. Minden konkrét szamra egy adott tipust részeredmény akkor és csakis akkor lesz 0-tol kiilonboz6, ha az
érintett szamjegyek egyike sem 0. Mivel pedig a nem érintett szamjegyek ezekkel egyiitt pontosan ugyanannyiszor ad-
nak paros 0sszeget, mint paratlant, pontosan ugyanannyiszor kapunk mindkét részben 0-tél kiilonb6z6 részeredményt.
Végiil amiatt, hogy ezek értéke fliggetlen a szamjegyek Osszegének paritasatol, a mondott felosztasra (1) valoban
teljesiil.

II. megoldas. Legyen n tetszbleges pozitiv egész, és legyen m = 2". Az n szamra vonatkozé teljes indukcidval
bizonyitjuk, hogy a kovetkezé allitds n-nek minden széba jove6 értékére teljesiil:

Az elsd 2" (= 2m) pozitiv egész szdmot szét lehet osztani két, egyenként m elemet tartalmazé (x1,x2,. .., o) €s
(y1,Y2, - - -, Ym) csoportba gy, hogy minden, legfeljebb n-edfoki p(x) polinomra fenndlljon a

p(1) +p(z2) + ... +p(Tm) = p(y1) +p(Y2) + ... + P(Ym)

egyenldség.
Ha ezt az allitast bizonyitottuk, ebbdl a feladat allitasa mar azonnal kovetkezik. Valasszuk ugyanis n-et kilencnek, a
p(z) polinom helyére pedig tegyiik az 1, z, 2%, ..., 2 polinomokat ; az igy kapott egyenldségek adjak a feladat allitasat.
Most ratériink az altalunk kimondott tétel bizonyitasara. Elséként az n = 1 esettel foglalkozunk. Allitjuk, hogy az
1,2, 3,4 szamoknak az 1 = 1, zo = 4, y1 = 2, yo = 3 felosztasa megfelel. Valoban, minden, legfeljebb elséfoki polinom
p(z) = ax + b alaka (ahol a = 0 is lehetséges), és ekkor

p(1) +p(4) = 5a +2b = p(2) + p(3)

ahogyan kivantuk.
Masodszor tegyiik fel, hogy n = 1-re az 1,2,...,2m szamoknak az (x1,22,...,Zm) s (y1,Y2,...,Ym) felosztésa
megfelels. Osszuk fel az els6 4m pozitiv egész szdmot a kovetkezé modon :

(,’El,sz,...,J]m, y1+2m7 y2+2m77ym+2m)7



illetve
(Y1,Y2, - - > Ym, T1+2m, xo +2m, ..., Ty + 2m),

Allitjuk, hogy ez a felosztas j6 lesz (n + 1)-re. Legyen p(x) egy tetszéleges, legfeljebb (n + 1)-edfokd polinom. A
q(z) = p(x 4+ 2m) — p(x) polinom legfeljebb n-edfoku, hiszen a jobb oldalon a legmagasabb fokua tag egyiitthatoja 0.
Igy alkalmazhatjuk indukcios feltevésiinket a q(z) polinomra, tehat a kdvetkezd egyenldség fennall:

q(z1) + q(z2) + ... +a(@m) = q(y1) +a(y2) + -+ q(Ym)-
Ebbdl q(x;) = p(x; + 2m) — p(x;) és q(y;) = p(y; + 2m) — p(y;) alapjan atrendezéssel azt kapjuk, hogy

p(x1) + ...+ plam) + (1 +2m) + ...+ p(ym + 2m) =
=p(y1) + -+ DY) + p(x1 +2m) + ... + p(xy, + 2m).

Mivel p tetszoleges, legfeljebb (n 4 1)-edfokd polinom volt, ez éppen tételiink érvényességét bizonyitja (n + 1)-re.
A teljes indukcio elve alapjan tehat a tétel minden n-re érvényes, ezzel a bizonyitast befejeztiik.



