I. rész

1. Egy 18 fds csoportban a fizika tantdrgy dtlaga két tizedesre kerekitve 3,72 volt. Tudjuk, hogy senki sem bukott
meg.

a) Legfeljebb hanyan kaphattak kettest?

b) Biztos-e, hogy volt valakinek dtése?

¢) Az osztdly mdsik csoportjdba 16 didk jar, akik fizika dtlaga 4,12 volt. Mekkora az osztdly dtlaga fizikdbol? (13 pont)

Megoldas. a) Hatarozzuk meg a kapott jegyek Osszegét. Tudjuk, hogy az atlag két tizedesre van kerekitve, igy
legalabb 3,715 kell hogy legyen, és kisebb, mint 3,725. Vagyis az osztélyzatok Osszege, amit jeldljink X-szel, igy
kaphato meg:

3,715-18 < X < 3,725 - 18,
66,87 < X < 67,05.

Az X értéke csak egész szam lehet, igy X = 67.

Jeloljiik az egyes osztalyzatok szamat sorra az O, Oz, Oz, Oy, Os szimboélumokkal. Mivel senki sem bukott meg,
igy O1 = 0. Keressiik a kettesek szamanak lehetséges maximumat.

Ha Os db kettes van az osztalyzatok kozott, akkor a maradék (18 —Os) db osztalyzat Osszege maximum 67— (2-O3)
lehet. Azonban ezen osztalyzatok atlaga nem lehet nagyobb 5-nél:

67 —2- 02 <5
18—0; —

Rendezve: 3 - Oy < 23, amib6l Oy < 7,66 adodik.

Tehat a kettes osztalyzatok maximalis szama 7 lehet. Ilyen eset lehetséges is: ha 7 db 2-es, 2 db 4-es és 9 db 5-0s
osztalyzat van.

b) Keressiink olyan példat, ha lehetséges, ahol nincs az osztélyzatok kozott 6t6s és minden, a feladatban szerepls
feltételnek megfelel.

Legyen tehat Oy = 0. Az osztaly 3,72-es atlagat probaljuk meg csak 3-as és 4-es osztalyzatok segitségével elérni.
A felirhat6 egyenletrendszer a kovetkezs:

(1) O3-3+04-4=067,

(2) O3+ 04 = 18.

Szorozzuk meg a (2) egyenletet 3-al és a kapott egyenletet vonjuk ki az (1) egyenletbl: O4 = 13. Behelyettesitve a (2)
egyenletbe, kapjuk, hogy O3 = 5.

Nem biztos, hogy van 6tos osztalyzat, mert ha 13 db 4-es és 5 db 3-as jegyet kaptak a didkok a csoportban, akkor
is 3,72 lesz az atlaguk.

9
183,72+ 16 - 4,12

18 +16

= 3,908.
Az osztaly fizika atlaga: 3,91.

2. Egy irodahdz egyik oldalfaldnak diszitésére pdlyazatot irtak ki. Az oldalfal alakja 10 m oldalhosszisdgi négyzet.

A gyébztes pdlydzo 1 cm oldalhosszisdgi, négyzet alaki, piros, illetve kék szind kerdmia lapocskdkbol rakott ki hézag-
mentesen eqy mintdt az dbra szerint ugy, hogy a talaj szintjén kezdddd legalso sort teljesen kitéltotte a lapocskdkkal.
Ha felfelé haladunk, minden egyes rdkdvetkezd sorba eggyel kevesebb lapocska kerilt. Minden sorba csak azonos szind
lapocskak keriiltek, és az eqymadssal érintkezd sorok kiilonbozd szintdek voltak.

10 m

10 m

Vannak-e ennek a kerdmia mintanak olyan, legaldbb 10 sormagassdgu részei, részmintdi, melyek kézvetlenil eqymds
alatt lévd, teljes sorokbdl dllnak, a bennik lévd lapocskdk szama 2016, valamint az alsé és felsd sora azonos szini? Ha
igen, adjuk meg, hogy felilrél szdmitva hdnyadik sorndl kezdddnek, és hdny sor tartozik hozzdjuk. (11 pont)



Megoldas. A feladat megfogalmazhato ugy is, hogy az 1 és 1000 kozott 1evs egészek koziil (megengedhets az 1 és
az 1000 is) kivalaszthato-e paratlan sok, egymast kozvetleniil kovetd szam ugy, hogy az Osszegiik 2016 legyen. Jeloljiik
a legkisebb szamot z-vel (feliilrdl szamolva ett6l a sortédl indulunk, ez a részminta legrovidebb soranak a hossza),
az elemek szamat pedig k-val (ez a részmintaban a sorok szdma, a sormagassag). (A feltételekbdl: z, k€ Z,1 < z,k <
1000 és k paratlan.)

A keresett Osszeg a bevezetett jelolésekkel a kovetkezd:

24+ (z+1)+E+2)+...+(z+k=-3)+(z+k—2)+ (2 +k—1)=2016.

A zéarojelek felbontésa és az Gsszegzések utan (felhasznalva a szamtani sorozat Gsszegképletét is) a kovetkezd kétisme-
retlenes egyenletet kell megoldani:

k
zk + E(k — 1) = 2016.
Az egyenlet mindkét oldalat 2-vel szorozva, majd a bal oldalt szorzatta alakitva a kovetkezdt kapjuk:
k(2z+ k — 1) = 4032.

Mivel 4032 = 2632 .7, és a feltételek miatt a szorzat elsG tényezdje biztosan paratlan, a masodik tényezGje biztosan
péaros, igy a tényeztk értékeire a kovetkezd lehetGségek adodnak:

k| 224k—-1
63 64

21 192

9 448

7 576

3 1344

1 4032

A legaldbb 10 sormagassdgi részei” miatt csak az elsé két sorhoz tartozd egyenletrendszereket kell megoldani.
A kovetkezs megoldasokat kapjuk:

k z
63| 1
21 | 86

Igy Gsszesen két rész, részminta, felel meg a feltételeknek:
1. Feliilr6l az 1. sortol kezdddik, és 63, kozvetlen egymas alatt 1évs sort tartalmasz.
2. Feliilr6l a 86. sortol kezdddik, és 21, kozvetlen egymas alatt 1év6 sort tartalmaz.

3. Az ABC hdromszig két csucsanak koordindtdi: A(3; —2) és B(3;6). Az A csiucsndl lévd a szog felezdje a BC' oldalt

az F, (M, 6 | pontban metszi.
V3
Hatdrozzuk meg a C csiucs koordindtdinak pontos értékét.
b) Legyen az ABP hdromszdog olyan, hogy az A és B csics egyezzen meg az a)-beli A és B ponttal, és oldalai
mérdszamdnak néqyzetosszege eqyezzen meqg terilete mérdszamdnak hétszeresével.
Hatdrozzuk meg a feltételnek megfeleld P pontok mértani helyét, ha tudjuk, hogy a P pont abszcisszdja nagyobb
a mdsik két csics abszcisszdjdndl. (14 pont)

Megoldas. a) Az A és a B pont els6 koordinataja megegyezik, ezért AB parhuzamos az y tengellyel. Az F,, és
a B pont ordinataja szintén megegyezik, ezért BC parhuzamos az x tengellyel, igy a B csticsnal derékszog van.

8
Az AB oldal hossza 8, a BF, hossza —. Az ABF, derékszogi haromszogben 1évG % szogre:

V3
gl YL _ L
g 2 - 8 - \/ga
. o . . . . . i, . . F.C 16
igy a = 60° és az ABCx egy szabalyos haromszog fele, tehat AC = 16. A szogfelezs tétel miatt TE- 38 2,

16 24
amibdl F,C = —, ésigy C | 3+ —; 6) kovetkezik.
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b) Legyen P(z;y). A keresett P pont az AB egyenes jobb oldalan van (x > 3). Az AB oldalhoz tartoz6 magassag
8(x —3
8 =3) 4 foltételnek megfelelgen: 7T — AB? + BP? + AP?. Ezekbo] felirhato:

x — 3. A haromszog teriilete: T =

644 (z—3)°+(y—6)°+(x—3)>+ (y+2)> = 28(z — 3).

A miveleteket elvégezve, majd az egyenletet rendezve: (x — 10)2 +(y— 2)2 = 1. A kapott egyenlet egy (10;2) kdzép-
pontid, 1 egység sugari kor egyenlete. A kér minden pontja megfelel a feltételeknek, igy ez a kor a keresett mértani
hely.

4. a) Legyen az {a,} sorozat elsd tagja 1, a mdsodik tagja pedig 2. A sorozat elemeit a harmadik tagtol kezdve
a kovetkezd képzési szabdly (rekurzid) adja meg:

Ap42 = M, ha n > 1.
n
Hatdrozzuk meg a szamsorozat 2016. elemét.

b) A Heuréka Alapitviny tdmogatni szeretné a matematikabol tehetséges didkokat. Ennek érdekében a tdmogatdk
dltal adomdnyozott pénzt 2016. janudr 1-jén évi 3,2%-os, dllandd kamatozdsi folydszamlan helyezte el. A pénzintézet
minden év utolso napjdn irja jovd a kamatokat, az alapitvdiny pedig az elsd év lejdartatol kezdve minden év janudr 1-jén
utalja a tamogatdst a fiataloknak. Az évente nyijtott tadmogatds dsszege mindig az elsé év végén kamatként kapott dsszeg
két és félszerese.

Mikor tud az alapitvdny utoljdra a szabdlyzataban lefektetett modon teljes tamogatdst fizetni, ha nincsenek egyéb
bevételei és kiaddsai sem? (13 pont)

Megoldas. a) Szamitsunk ki néhény tagot:

1 241 1 3+1
G =1, ay=2 ag=2tr_Ztl 5 Gl _SF1 o
aiq 1 a9 2
_wtl 241 a4l 14l g+l 141
5 as 3 ) 6 as 2 ; 7 as 1 )
a;+1 241 as+1 3+1 ag+1 241
ag=—""—=—""—=3, a9g=—""=—"=2, ajg= =—=1, ....
ag 1 az 2 as 3

Mivel ag = a1, a7 = a2, ag = as, ag = a4 és a1g = as, igy az értékek periodikusak, hiszen a miveletek (a rekurzio
miatt) 5 tagonként ugyanazok lesznek ugyanazokkal a szamokkal, a periodus hossza igy 5.

A 2016-nak az 5-0s maradéka 1, tehat a 2016. tag 1.

b) Jelolések:
alaptSke: ag; kamat: p = 3,2%/év; kivét minden évben: 0,08ag.

Az n. kifizetés utani téke:

a; = 1,032@0 - 0,08@0,
as = (1,032a0 — 0,08a0) - 1,032 — 0,08a¢ = 1,032%a¢ — 0,08 - 1,032a¢ — 0,08ao,

a, = 1,032"ag — 1,032 1. 0,08a9 — 1,032"72.0,08a0g — ... — 0,08a¢ =

1,032" — 1
= ao[1,032" — 0,08(1,032" " + ...+ 1)] = ao (1,032" —0,08 - W) —0.

Mivel ag # 0, ezért ebbdl

0,08 0,08
. 1,032" + —

1,032% - 0,032 0,032

=0, majd 1,032" =1

[SUAR )



kovetkezik. Ebbdl pedig

—

g(13)
1g 1,032

Ennek megfelelGen az alapitvany 16-szor tud teljes tdmogatast fizetni, vagyis utoljara 2032. januér 1-jén.

~ 16,217.

II. rész

5. a) Egy hegység it legldtogatottabb csicsdn van egy-egy kildtd. Minden kilatobol barmelyik kilatoéba kézvetlenil
eljuthatunk libegdvel vagy gyalog, de mindig csak az egyik mddon. Andrds, a helyszint nem ismerve azt dllitotta, hogy
lehet olyan, mindegyik kildtot érintd kiranduldst szervezni, amelyen csak az egyik modon kézlekediink.

Igaza van Andrdsnak?

b) Az A wdrosbol 60 km/h sebességgel indul el egy személyvonat a B vdrosba. A személyvonat utdn indul vala-
mivel késdbb egy gyorsvonat ugyanezen az utvonalon, mdsfélszeres sebességgel. A gyorsvonat igy a személyvonatot
éppen a B vdrosban érné utol. Sajnos a személyvonat miszaki hiba miatt utjanak kétharmad részétdl csak az eredeti
sebességének felével tud haladni, igy a két vonat mdr a B vdros eldtt 45 km-re lévd C' vdaros pdlyaudvardan taldalkozik.

Milyen messze van C wvdros az A vdrostol, ha a vonatok sebességét az egyes szakaszokon dllanddnak tekintjik?
(16 pont)

Megoldas. a) Legyenek a graf csicsai a kilatok, élei pedig az ttvonalak. Szinezziik ki az éleket. A | libegss” él
fekete, a ,gyalogos” él pedig zold legyen. A szbveg szerint barmely két kilatd Gssze van kotve, ezért egy teljes grafot
kapunk. Tehat a fekete élek altal meghatarozott részgrafnak komplementere a zold élek altal meghatarozott részgraf.

Mivel egy graf és komplementere koziil legalabb az egyik Osszefliggs, ezért Andrasnak igaza van.

b) Jelolések: vs, = 60 km/h; vgy = 1,505, = 90 km/h; x: az A és B varos tavolsaga.

Tervezett id6 a teljes utra: tg, = 6% ora; tgy = ;—0 ora; At = 6% — % = % ora (ennyivel késébb indul
a gyorsvonat). A tényleges id6 az A és C varosok kézott:

v 3r  gx—45 23135 g4
2= 60 + 30 = 90 ora; tg, = 90 ora;
, 2x—135 x—-45 =x-90
At = — = ora.

90 90 90

A kétféleképpen szamolt id6kiilonbség megegyezik:
x z—90

180 90
Ebbgl = 180 km. Tehat az A varos a B varostél 180 km-re, a C varostol 135 km-re van.

6. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazdn:

\/:E+3—4\/x—1+\/24+:E—10\/x—1=5.

b) Mely valds szamok esetén lesz a sin 2z mértani kizepe a sinx-nek és a cosx-nek, ha mindhdrom kifejezés nem-
negativ értékeket vesz fel? (16 pont)

Megoldas. a) A négyzetgyokvonas definicidja miatt: z > 1. A gyokok alatti kifejezéseket atalakitva az egyenlet:

VWa=1-2+/(Va=1-5)* =5
Ebbol:
Ve —1-2[+|Vz—1-5/=5.

1. Ha = > 26, akkor az egyenlet v —1 -2+ 2z —1—5 =5, amelyb6l 2/z — 1 = 12, és igy a megoldasa = = 37.
2. Ha x < 5, akkor az egyenlet —vax — 142 —+2x — 145 =5, amelybdl 2v/x — 1 = 2, aminek a megoldasa x = 2.
3. Ha 5 < x < 26, akkor az egyenlet v —1 —2 — vx — 145 =5, amelybdl a 3 = 5 ellentmondashoz jutunk.

A 37 és a 2 eleget tesz az eredeti egyenletnek.

b) A meértani kozép definicidja és a feltételek miatt:

sin2x = Vsinx - cosx .

A mértani kozép és a négyzetgyok miatt: sinx > 0, cosx > 0 és sin2x > 0. Ezek a feltételek akkor teljesiilnek, ha:

2k7‘r§3:§g+2k7r (keZ).



Vezessiink be 1) ismeretlent: a := Vsinx - cosz. Ekkor az egyenlet a kétszeres szog szinuszara vonatkozo6 Osszefiiggés
felhasznalaséaval a kdvetkezé lesz:

. . - 2
sin2z = 2sinzcosz = 2(Vsinz - cosz )™ =2d°, 2d° =a.

0O-ra redukélas utan kiemeléssel szorzatta alakitva: a - (2a — 1) = 0.

sin 2x

NS sinz
ANV

1. eset: a =0, Vsinz - cosx = 0. Ekkor sin z cosxz = 0, vagyis sin 2z = 0. Ebbél

(+) 2 =Ir, 1€, vagyis x:lg (lez).

1 1 1 1
2. eset: a = > Vsinz - cosx = > vagyis sinx cosx = e és igy sin2x = ok Ebbdl

(%) 2x:%+2n7r, n € Z, xz%—i—mr (nez),
vagy
(%) 2o = 5%+2m7r, meL, x= ?—;T-i-mﬂ' (m e Z).

Az értelmezési tartomanyt figyelembe véve, az (x), (xx) és (xxx) szogek koziil azok, amelyekre a sin 2z a sin z-nek és
a cos x-nek a mértani kézepe, a kdvetkezok:

o1 = 2kr (k € Z); x2=g+2l7r (lez),
T om
acg—ﬁ—i—%m‘ (n€Z), x4—ﬁ+2mﬂ' (meZ).

7. Egy kistermeld foldjén nagyon sok gérdgdinnye termett. Kivdlasztott kézulik 33 db egyforma, 28 cm datmérdji
gomb alaki termést, és a kozeli piacra vitte értékesitens.

a) A termeld az utdnfutdjiban egy rétegben szerette volna elhelyezni a dinnyéket. Bdrmilyen szorosan is pakolta,
nem sikertdlt. Hiny db dinnyét kellett a gépkocsi hatso tulésére betenni, ha az utdnfutora a lehetd legtébb dinnyét tette
eqy rétegben, és az utdnfutd belsé méretei: 200 cm x 130 cm?

b) A piacon 85 cm magasak a standok, ahovd az drusok kipakolhatjdk az drut. A gazda kiszdmolta, hogy egymds
mellé hdarom olyan ,piramist” (3. abra) tud épiteni a dinnyékbdl, amelyeknél az alsé szintre hét (1. abra), a mdsodik
szintre hdrom (2. abra), a harmadik szintre pedig egy dinnyét (3. abra) helyez szorosan egymds mellé, illetve egymdsra.
Amikor a vevdkkel tdrgyal a dinnyehalmok mdgil, szereti, ha semmi sem zavarja a beszélgetést és a fizetést. Ezért
nem akarta azt, hogy a dinnyékbdl épitett birmelyik rakds csicsa a foldtdl szamitva 150 cm-nél magasabban legyen.
Teljesiilt-e ez a kivinsdg a fent emlitett elrendezés esetén? (16 pont)

1. dbra



2. dbra

3. dbra

Megoldas. Ha a termel$ a 4. dbrdn lathaté mddon helyezi el a dinnyéket, 7 -4 db fér el 196 cm x 112 cm-es
teriileten. Igy 5 dinnyét kellene betenni a hatso iilésre. Azonban a 130 cm széles utanfuto falaig 18 cm tavolsag marad,
ami lehetéveé teszi az 5. dbra szerinti elhelyezést is. Felvet6dik a kérdés, hogy igy befér-e 8 - 4 db dinnye is.

%@@
4. dbra
\§ ig %

A nyolc oszlopban elhelyezett gombok 2r + 7m ~ 197,74 cm hosszisaga és 9r = 126 cm szélességi teriiletet
foglalnak el, ahol r a dinnyék sugara, m pedig az 5. dbran bejeldlt 2r oldald szabélyos haromszog magassiga, azaz

V3

7 - 28 cm.

5. dbra

Mivel az utanfutd 2 m hosszu, igy ilyen médon elrendezve 6sszesen 8 - 4 = 32 db dinnye fér bele, azaz egy dinnyét
kellene a hatso iilésre betenni.

A termel6 megprobélkozott a 6. dbran lathato elhelyezéssel is. Az ilyen modon 5 sorban elhelyezett dinnyék 2r +
4m =~ 125 cm-t foglalnak el az utanfuté szélességébdl. A hosszabbik dinnyesor pedig 7 - 2r = 196 cm-t az utanfuto
hosszabol. Igy dsszesen 3 -7 + 2 -6 = 33 dinnye fér el, igy a hatso iilés iires marad.

Soos




6. dbra

b) Tekintsiik a ,piramisba” rendezett dinnyék kdzéppontjait. Az els6 szinten a kdzéppontok egy 2r oldalu szaba-
lyos hatszog csucsai, illetve annak koézéppontja mentén helyezkednek el, az asztal szintjétdl r tavolsagra. A masodik
szinten 1év§ dinnyék kézéppontjai egy 2r oldalu szabalyos haromszoget alkotnak. A cstucsra helyezett egyetlen dinnye
kozéppontjatol r tavolsagra van a halom teteje.

A 7. dbrdn lathatéo modon a dinnyék kozéppontjai 21 élhosszisagu szabélyos tetraédereket alkotnak. Az elsG és
a masodik szint, illetve a mésodik és a harmadik szint tavolsdga ezen tetraéderek magassagaval egyezik meg.

Igy a ,dinnyepiramis” teteje 2r + 2M téavolsagra van az asztal szintjétsl, ahol 7 a gdmbok sugara, M a tetraéder

magassaga.
2r -6
3

2r+2M =2r+2- ~ 73,72 cm.

Igy a stand 85 cm-es magassagat is beszamitva a dinnyehalom teteje a talajtél szamitva kb. 158,72 cm magassagra
van, ezért nem teljesiil a gazda kivansaga.

2r

7. dbra

8. Adott az f: |-1;6] = R, f(z) = |3:2 — 4z + 3} — }132 — 6x + 5} fligguény.

a) Abrdzoljuk az f fiigguény grafikonjit a megadott értelmezési tartomdnyban.

i) Adjuk meg az [ fiigguény értékkészletét.

i1) Hatdrozzuk meg algebrai dton az f zérushelyeit.

b) Hatdrozzuk meg az f figgvény grafikonja 4 abszcisszdji pontjiba hizhatd érintd egyenes irdnytangensét és egyen-
letét.

c¢) Toljuk el az y = 222 — 10z + 8 fiigguény grafikonjdt a v(—2,5;4,5) vektorral.

i) Adjuk meg az igy kapott figguény hozzdrendelési szabdlydt.

i1) Szdamitsuk ki az eltolt grafikon és az y = 4,5 egyenletd egyenes dltal bezdrt sikrész teriletét. (16 pont)

Megoldas. Mivel 2° — 4z +3 = (z — 1)(x — 3) és 2% — 62+ 5 = (z — 1)(x — 3), ezért a fiiggvény (az abszolutérték
értelmezése alapjan) igy néz ki:

2r — 2, ha —1<z <1,

—2r+ 2, hal<ax <3;
T — 5

2z —10x+8, ha3d3 <z <5;

2z — 2, ha b <z <6.

a) Ez alapjan a fliiggvény abrazolhato (1. dbra).



1. dbra

i) Az értékkészlet a fentiek alapjan: Ry = |—4;10].

i1) Zérushelyek: 21 = 1 és a9 = 4.

b) Az f grafikonjanak P(4;0) pontjaba hiizzuk az érint6t, melynek az iranytangensét f' adja. Ebben a pontban
f' = 4z — 10. Vagyis © = 4 helyen a meredekségre m = 6-ot kapunk. Az érints egyenlete: y — yg = m(x — x9), ami
esetiinkben y = 6(z — 4).

i) Az adott vektorral eltolt fiiggvény grafikonjanak a hozzarendelési utasitésa: y = 2(z + 2,5)° —10(x+2,5) +8+4,5.
A zarojelek felbontasa és Gsszevonas utan: y = 2z,

i1) A két fliggvény grafikonja altal bezart teriilet szimmetrikus az y tengelyre. Ha kiszamoljuk az I. siknegyedbe
esG teriiletet, ekkor a keresett teriilet ennek éppen a kétszerese (2. dbra).

1,5
T
5 = tDHIG - /2I2, amibsl T = 2(6,75 - 2,25) =0.
0
\ Y\ H
D
4,,
3l
9l
11
G
-1 017 1 2x
2. dbra

9. a) A Lutri Lottén a 75-nél nem nagyobb pozitiv egész szdmok kozil hiznak ki 5-0t gy, hogy a kihiizott szémokat
nem teszik vissza, és a hiuzdsi sorrend nem szamit. Eqy szelvénnyel akkor lehet nyerni, ha rajta legaldbb két taldlatot
értek el. Szerencsés Szildrd 10 szelvénnyel jatszik a Lutri Lotton. Ha a szelvényeket egymdstdl fiiggetlendl tolti ki,
mennyi annak a valdszinisége, hogy

1. nyer;

2. legaldbb hdrom szelvényen két taldlata lesz?

b) Szildrdnak hdrom higa van: Szabina, Szilvia és Szonja. A hdrom liny (Szilirddal egyiitt) a kovetkezd jdtékot
jatssza: megkérik édesanyjukat, hogy mondjon egy — taldlomra kivdlasztott — haromgegyd szamot. Ha az adott szdimban
az eqyik szdmjegqy a mdsik kettd szdmtani kézepe, akkor Szabina, ha az egyik szdmjegy a mdsik kettd mértani kiozepe,
akkor Szilvia, ha pedig egyik feltétel sem teljesil, akkor Szonja kap egy cukorkdt Szildrdtol.

Igaz-e, hogy Szonja nyerési esélye t6bb, mint hatszorosa Szabina nyerési esélyének? (16 pont)



Megoldas. a) Legyen p; annak a valdszintsége, hogy Szilard egy szelvényen pontosan k darab taldlatot ér el
(k=0;1;2;...;5). Ekkor
5 70
D = (k) ) (571@)
= 75 .
(5)

Egy szelvény nem nyer6, ha rajta a jatékos 0 vagy 1 talalatot ér el.
Legyen A az az esemény, hogy Szilard a 10 szelvény egyikével sem nyer. Figyelembe véve, hogy a szelvényeket
egyméstol fiiggetleniil tolti ki, P(A) = (po + p1)"°

Do = (o) - (5) _ 12103014 by — (1) - (4) _ 4584475 o s py 16687489
0 (™) 17259390" () 17259390 “° "1 17259390

Igy annak a valoszintsége, hogy Szilard legalabb az egyik szelvénnyel nyer:

16 687489

10
730500 39()) ~ 0,286 07.

PO = 1= PUA) =1 o+ )" =1
b) Egy szelvényen a 2 talalat valoszintsége:

() (%) _ sara00
P2 Ty T 17259390 0,031 72.

Legyen ¢,,, annak a valosziniisége, hogy Szilard pontosan m darab szelvényen ér el 2 talalatot (m = 0;1;2;...;10).

Ekkor 10
Gm = <m> S(p2)™ - (1= p2) T

Legyen B az az esemény, hogy Szildrdnak legalabb harom szelvényen két taldlata lesz. Ekkor P(B) =1- P(B),
ahol B azt az eseményt jeloli, hogy Szilardnak legfeljebb két szelvényen lesz két taldlata. Igy

G+ q +q2 =

() e () o e (3) 0 0

~ 0,724 45+ 0,23732 + 0,034 99 = 0,996 76.

Tehat annak a valoszindsége, hogy Szilardnak legalabb harom szelvényen két taldlata lesz:
P(B)=1- P(B) ~1-0,996 76 = 0,003 24.

c) Véletlenszertien kivalasztott szamrol van sz0, igy az 6sszes haromjegyii szam (egyenld eséllyel) el6fordulhat, ezért
olyan abc alaku szamokat kell vizsgalni, ahol a;b;c € N, a;b;¢ <9, a # 0. Osszesen 900 darab ilyen szam van (100-t6l
999-ig).

Figyelembe véve, hogy az aaa alaka szamok mindkét feltételt teljesitik, ezek vizsgalataval nem foglalkozunk, de
mindkét helyre beszamoljuk Sket (Gsszesen 9 darab ilyen szam van).

Jelolje C' azt az eseményt, hogy az adott szamban egyik szamjegy a mésik kettd szdmtani kozepe.



Ha a két szamjegy | A masik két szamjegy | Ennyi darab szam
szamtani kdzepe képezhets
1 0és 2 4
2 0és4 4
lés3 6
3 0és6 4
1ésb 6
2és4 6
4 0és8 4
1és7 6
2656 6
3és5 6
5 1és9 6
26s8 6
3és7 6
4656 6
6 3és9 6
4658 6
5és 7 6
7 5és9 6
6 és 8 6
8 7és9 6

(A 0 és a 9 nem allithato el6 két kiillonb6zs egyjegyt természetes szam szamtani kozepeként.)
121

~ 900
Jelolje D azt az eseményt, hogy az adott szdmban egyik szdmjegy a méasik ketté mértani kozepe.

Osszesen 112 + 9 = 121 ilyen szam van, igy Szabina nyerési esélye P(C)

Ha a két szamjegy | A masik két szamjegy | Ennyi darab szam
mértani kozepe képezhets
0 0ésa 9
2 1és4 6
3 1és9 6
4 2és8 6
6 4és9 6

(A tObbi szamjegy nem &llithato el6 két kiilonb6z8 egyjegyii természetes szam mértani kozepeként.)
42

~ 900
Felhasznélva a P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A - B) valoszinilségszamitasi tételt, annak a valoszindsége, hogy

Szabina vagy Szilvia nyer:

Osszesen 33 + 9 = 42 ilyen szdm van, igy Szilvia nyerési esélye P(D)

121 42 9 154

Mindezek alapjan Szonja nyerési esélye:

154 746
900 900"

P(C+D)=1-P(C+D)=1-

746 121 726
Mivel 900 >6- 900 = 900° igy tehat igaz, hogy Szonja nyerési esélye tobb, mint hatszorosa Szabinaénak.



