I. rész

1. Hatdarozzuk meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét kozelitd értékek haszndlata nélkil:

51g20
a=sin75°-cosT5%, b= i,

1 1 1 1
c= + + S —
VI+V2  V2+V3 V34 V4 V99 + /100

(4 + 5+ 4 pont)

1
-sin30° = —.

x fliggvény kolcsonosen egyértelmi, ezért

-2sin75° - cos 75° = = - sin 150° =
(1+1g5)1g20 =1g1/20. Az f(z) =

Megoldas. a) sin75° - cos 75° =

b) I. megoldas. lgb =1g20-1g5
b = 1/20.

I1. megoldas. Hasznaljuk fel, hogy ha a, b, ¢ pozitiv és b #1, akkor al°8 ¢ = %8 2
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¢) Gyoktelenitsiik a nevezSket:
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2. Egy hdromszogben két oldal hosszdnak kiilonbsége a — b = 4 cm, a velik szemkdzti szégek a = 60°, 8 = 40°.
Mekkora a hdromszog terilete? (12 pont)
I. megoldas. Szinusztétellel:
b+4 sin60°
b sind0°’

Ebbél b~ 11,52 cm, a ~ 15,52 cm,
1
t= §absin80° ~ 88,04 cm?.

II. megoldas. Tangenstétellel:
a+b  tgEl  tg50°

a—b gl tg10°

igy a + b= 27,04 cm.
1
Ebb6l a = 15,52 cm, b = 11,52 cm, t = §absin80° ~ 88,04 cm?.

IIT. megoldas. Legyen D a BC oldalnak az a pontja, amelyre DC = AC. Ekkor DB = 4 cm, és az ADB
haromszog szogei 10°, 40°, 130°. Az AB oldal szinusztétellel: 17,65 cm.

.
snd0” 88,05 cm?.

t=c%sin60° - ——
R YR

3. Egy matematikai teszt megirdsdaban eqy kézépiskola 100 tanuldja vett részt, €s az dtlagpontszamuk 100. Az alsééve-
sek szdma 50%-kal tobb, mint a felsGéveseké, a felséévesek dtlagpontszama pedig 50%-kal magasabb, mint az alsééveseké.
Mennyi a felséévesek dtlagpontszdma? (13 pont)

I. megoldas. Ha az als6évesek szama 50%-kal tobb, akkor 1,5 : 1 = 60 : 40 aranyban kell a szazat felbontani.
Tehat az alsoévesek 60-an, a felsGévesek 40-en vannak.

Az is viladgos, hogy ha ugyanannyiszor tobben vannak az als6évesek, mint ahanyszor tobb a felsGévesek atlag-
pontszama, akkor Gsszesen ugyanannyi pontot érnek el, mindegyik (100 - 100)/2 = 5000 pontot. Ha ezt 40 felsGéves
éri el, akkor atlagpontszamuk 5000/40 = 125. Ellendrzésképp megallapithatjuk, hogy az alsdévesek atlagpontszéma
5000/60 = 250/3. Valoban:

125 3
w0 = 25 = 15
3 3

II. megoldas. Ha a felsGévesek létszama x, akkor az als6éveseké 1,5x. Ha az als6évesek atlagpontszama y, akkor
a felsGéveseké 1,5y.
rz-1,5by+y- 1,5z

= 100.
100 00

z + 1,5z = 100,



Az els6 egyenletbol z = 40. A masodikbol pedig y = 10000/120 = 250/3 ~ 83,3.
A felsGévesek atlagpontszama 1,5y = 125. Valoban:

40 - 125 4+ 22 60

= 100.
100

4. Egy szabdlyos hatszég alapi gula alapélei 5 cm, oldalélei 10 cm hosszusdguak. Mekkora o gula térfogata, a beirt
és koré irt gomb sugara? Mekkora egy oldallapnaek az alaplappal bezdrt szoge? (13 pont)

Megoldas. A szabélyos hatszog AD 4tloja az oldal kétszerese: 10 cm. Igy az ADG haromszog szabalyos, magassaga:
TG =53 cm.

Egy 5 cm oldala szabalyos haromszog teriilete:

253

cm2 .

1=
A gula térfogata:

V:Tm:6~25§~5\/§:375 o

33 2
Az ADG haromszog koré irt kor sugara, egyben a gila koré irt gomb sugara is:
2 1
R:§'TG: OT\/§ ~ 5,774 cm.

Az oldallapnak az alaplappal bezért szoge pl. a TQG< = a, amelyre

TG 53 U .
tgoz_m_ %g =2, amib6l a=6343°.

A beirt gomb sugara a PQG haromszogbe irt kor sugaraval egyenls: r = OT = PT - tg(a/2) ~ 2,676 cm.

II. rész

5. a) Mennyi lgx — lgy értéke, ha az x, y szimokra teljesil a
22% — 5y +3y°> =0

feltétel? ) )
b) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a 4*12 — 5.6 + 9°72 = 0 egyenletet.
¢) Milyen 0 < o < 360° szdgek a megolddsai a

4sina — 5sina - cosa + 5cos® a = 2

egyenletnek? (5+ 5+ 6 pont)



Megoldas. a) lgz — lgy akkor értelmezhets, ha = > 0 és y > 0. Ez esetben a 22% — 5zy + 3y? = 0 egyenletet
eloszthatjuk y>-tel:
2
2. <f> —5-Z43=0.
Yy Y

3
Az r_ t helyettesitéssel kapott 2t — 5t + 3 = 0 egyenlet megoldasai t; = 1, ty = ok
Y

3
Ha L =1, akkor lgz — lgy = 1g£ =0; ha L —, akkor
Y Y y 2

w

gz —lgy =1lg 2 =lg 2 ~ 0,1761.
Y 2

Azt hasznaltuk fel, hogy az axz? + bry + cy? = 0 homogén masodfoku egyenletbsl meg tudjuk hatarozni g értékét. Ezt
fogjuk alkalmazni a b) és c¢) feladatokban is.

b) 47F3 _ 5.6 49713 =,
2.4° —5.6° 439" = 0.

9% nem lehet 0, ezért oszthatjuk az egyenlet mindkét oldalat 9*-nel:

2 2z 2 T
2= -5-(=z 3=0.
) ()
2\" o > . 2\"
A 3 = t helyettesitéssel kapott 2t — 5t + 3 = 0 egyenlet megoldésai t1 = 1, t3 = =. A 3 = 1 egyenlet
. 2\ _3 .

megoldasa z = 0, a 3] =3 egyenlet megoldasa z = —1.

¢) Ez esetben az egyenletiink nem homogén masodfokt, de ha a jobb oldalon &ll6 2 helyett (2 sin? o 4 2 cos? a)—t
helyettesitiink, akkor 0-ra redukilva a

2sin®a — Bsina - cosa + 3cos>a =0

homogén egyenletet kapjuk.
Az adott intervallumban o = 90° és o = 270° esetén lesz cosa = 0. Ezek egyike sem megoldésa az egyenletnek,
ezért oszthatjuk az egyenlet mindkeét oldalat cos? a-val:
2tg?a —5tga +3=0.

3
A tga =t helyettesitéssel kapott 2t2 — 5t 4+ 3 = 0 egyenlet megoldasai t; = 1, t, = 3"

A tga =1 egyenlet megoldasa az adott intervallumban o = 45° és @ = 225°.
Atga= B egyenlet megoldasa az adott intervallumban « = 56,31° és o = 236,31°.
A b) és ¢) feladatban kapott gyokok is kielégitik az egyenleteket.

6. Egy hordd legnagyobb dtmérdje 6 dm, legkisebb dtmérdje 5 dm, magassiga 6 dm. (Ezek a hordd belsd méretei.)
A hordo olyan forgdstestnek tekinthetd, amely egy szimmetrikus parabolaiv forgatdsdval keletkezett.

5 dm

6 dm

6 dm

a) Mekkora a hordd térfogata?
b) Hany szdzalékos hibdt vétink, ha a hordé térfogatdt olyan hengerrel kizelitjik, amelynek magassiga megegyezik
a hordééval, dtmérdje pedig a hordo legkisebb és legnagyobb dtmérdjének szamtani kozepével? (16 pont)



Megoldas. Helyezziik el a parabolaivet koordindta-rendszerbe, és hatarozzuk meg a parabola egyenletét.
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Az y-tengelyre szimmetrikus parabola egyenlete y = ax? + b. Az A(0;3) és B(3;2,5) pontok illeszkednek a para-
1
bolara, ezért a koordinatak kielégitik az egyenletet: 3 = a -0 + b, illetve 2,5 = 9a + b. Ebbél a = TL b =3, azaz a
parabola egyenlete

1 5
= —— 3.
Y 183: +

A forgastest térfogata

ro1 2 1 1
V—w/<—ﬁx2+3> d$—ﬁ/<@$4—§iE2+9) dr =
3

A kozelité henger térfogata

2 2
Vi = < ’5;’3) 67 ~ 142,55 dm?®.

A kozelités abszolut hibaja 9,19 dm, a relativ hiba 9,19/151,74 = 0,0606. Azaz a kozelités hibaja 6,06%-os.

7. a) Hanyféleképpen dllithato eld a 2016 szomszédos pozitiv egész szdmok dsszegeként?
b) Adjunk meg egy olyan, 2016-ndl nagyobd, pozitiv egész szamot, amely nem dllithatd eld szomszédos pozitiv egész
szdmok dsszegeként. (16 pont)

Megoldas. a) Legyen az els6 szam n, és adjunk 6ssze k(> 1) db természetes szamot, azaz
n+n+1)+n+2)+...+ (n+k—1) = 2016.
Ezek a szamok egy k elemtd szamtani sorozatot alkotnak, ezért

k-(n+(n+k-1))
2
(2n +k — 1) = 4032,

k-
E-(2n+k—-1)=20.32.7.

S = = 2016,

A 4032 = 2°.3% . 7 szamnak (6 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 42 pozitiv oszt6ja van. Ebbdl 21 par készithets, de ezek nem
mind adnak n-re és k-ra pozitiv egészeket. Ha figyelembe vessziik, hogy k és 2n 4+ k£ — 1 kiilonb6z6 paritasi, és a
2n+k—1> k > 1 feltételeket, akkor lathatjuk, hogy 4032-t gy kell két, 1-nél nagyobb szam szorzatara bontani, hogy
az egyik tényez6 paratlan, a masik paros legyen. Ekkor a kisebb tényez6 adja k értékét, a nagyobb lesz 2n + k — 1.

4032-nek ugyanannyi paratlan osztoja van, mint a 3%-7 = 63 szamnak: (2+41)-(141) = 6 db. Ezek koziil az 1-hez
nem tartozik megfelels k és n. Tehat 6tféle felbontas van, ezért 2016 otféleképp irhatd fel szomszédos pozitiv egész
szamok Osszegeként.

(A megfelels parok:

k 3 7 9 21 | 63
2n+ k-1 | 1344 | 576 | 448 | 192 | 64
n 671 | 285 | 220 | 86 1

A megfelels 6sszegek: 67146724673, 2854286 +...4291, 2204221 +...4228,86+87+...+106, 1 +2+3+...+63.)
b) A fenti megoldasbol lathato, hogy ha az M szamot akarjuk felirni szomszédos pozitiv egész szamok Osszegeként,
akkor 2M-et kell egy paros és egy 1-nél nagyobb paratlan szam szorzataként felirni. Ha M kett6-hatvany, akkor 2M -nek
nincs 1-nél nagyobb paratlan osztoja.
Eszerint pl. 21 = 2048 nem irhato fel szomszédos pozitiv egész szamok Osszegeként.



8. Az AB dtmérdji kér eqy pontja P. Az AB egyenesnek C' az a pontja, amelyre AP = PC. P mely helyzetében
lesz az ACP hdromszog teriilete maximdlis? (16 pont)

I. megoldas. Legyen a kor sugara 1, a P pontbol az AC-re allitott meréleges talppontja D és legyen OD = .

Ekkor PD = /1 — 22.
AC-PD  2-(1+a2)V1—2a2
2 N 2 '

Mivel T pozitiv, ezért ugyanott van maximuma, mint négyzetének. T%-re alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozép
Osszefliggését négy szamra:

Tapc =

Tipo = (14+2)X(1 - 2%) = 2(1+2)°(3 — 32) <
1 ((I+a)+(0+2)+(0+2)+B-32)\" 1/6\*
<3 1 ) =3 (5)-

Ebbdl: 3
19 3v3

Tape < — > = 2¥2

APC_\/§4 1

Tapc ezt a maximalis értéket akkor veszi fel, ha 1+ = 3 — 3z, azaz x = 0,5.

II. megoldas. Legyen a kor sugara 1, és legyen POD = « (0° < a < 90°). Ekkor PD = sina, OD = cos a.

AC-PD  2-(1+cosa)sina

) ) = (14 cosa)sina.

Tapc =
Ezt négyzetre emelve djra alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozép Osszefiiggését négy szamra:

1
T3pe = (1+cosa)’sin?a = (1+cosa)’®(1 —cosa) = 5(1 +cosa)?(3 —3cosa) <

%. (3(1+c0sa)—£(3—3coso¢))4 1 <6>4'

3

4

Ebbél: 3
19 3v3
Tape < —== = 2.

APC =TR1 T g

Tspc ezt az értéket akkor veszi fel, ha 1+ cosa = 3 — 3cosq, azaz cosa = 0,5, a = 60°.

III. megoldas. A Typc = (1 + cosa)sina = sina + 0,5 - sin 2« fliggvény maximumat differencialassal keressiik
meg;:
T’ = cosa + cos2a = cosa + 2cos® o — 1.

Ennek zérushelyei cosa = 0,5 és cosa = —1.
A feladatnak csak az els felel meg, és tablazattal, vagy masodik derivalttal belathatjuk, hogy o = 60°-nal a
teriiletnek valéban maximuma van.

9. Ha felirjuk az dsszes olyan dtjeqytd szamot, amelyben az 1 és 2 szamjegyeken kivil mds jegy nem szerepel, akkor
mennyi lesz

a) a felirt szamok dsszege,

b) a felirt szamgjegyek dsszege,

¢) annak a valdszintdsége, hogy két véletlenszerden kivdlasztott ilyen szdmban ugyanannyi a szdmgjegyek dsszege?
(& 4 4 + 7 pont)



Megoldas. 2° = 32 ilyen szam van. Minden helyiértéken a szamjegyek fele 1-es, a fele 2-es, tehat a szamok Osszege
(14 10+ 100+ 1000 + 10000)(16-1 4 16 - 2) = 533 328.

Megjegyzés. Az 11111, 11112, 11121, ..., 22212, 22221, 22222 nem szamtani sorozat, de a szadmtani sorozatra
jellemzé
32 (11111 4 22222)

2

képlet helyes végeredmeényt ad. Ennek az oka, hogy a sorozatban a k-adik és (33 — k)-adik elem 6sszege mindig 33 333.

b) Az 5-32 = 160 jegy fele 1-es a fele 2-es, tehat a szamjegyek Gsszege 80 - (1 4 2) = 240.

¢) Az adott szamokban a jegyek Osszege 5, 6, 7, 8, 9 és 10 lehet, de 5 és 10 csak egy-egy szamban lesz az Osszeg,
vagyis nem lehet két kivalasztott szdmban a jegyek Gsszege 5, illetve 10.

A jegyek Osszege annyi szamban lesz 6, 7, 8 vagy 9, ahanyféleképp az 6t helyen el tudjuk osztani az 1, 2, 3 vagy 4
db 2-es szamjegyet.

5 szdmban lesz a jegyek Osszege 6, 10-ben 7, 10-ben 8, és 5-ben 9. Ezek paronként kizar6 lehetSségek, ezért annak
a valoszintisége, hogy két valasztott szadmban a jegyek Osszege egyenls:

5 10 10 5 110 55
%4—(5—2)4—@4—%* = — =0,2218.

(2) (2) (2) (2)_M_248
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