I. rész

1. Hdany olyan 4 darab egész szambdl dllé adatsokasdg van, melynek medidnja 1, dtlaga 2, szordsnégyzete pedig 37
Mi(k) ez(ek) az adatsokasdg(ok)? (12 pont)

Megoldas. Az adatsokasig elemei nemcsdkkend sorrendben legyenek a < b < ¢ < d. A median 1, és ez most
— mivel paros szamu adat van — a két kozépss szam atlaga, ezért ¢ = 2 — b.

Valamint az atlag miatt a négy szam Osszege a + b+ (2 — b) + d = 8, ezért d = 6 — a. Vagyis az elemek a < b <
2 —b <6 — a. A szorasnégyzetre kapott feltétel miatt

- (@—22+(0-2°+02-0-2°+(6-a—2)7 24> —12a+20%> —4b+ 24
B 4 B 4 '

Innen 12 = 2a% — 12a + 2b% — 4b + 24. Ezt 2-vel osztva, és a jobb oldalon teljes négyzeteket kialakitva, végiil rendezve,
ad=(a—3)°+(b—1)* egyenlet adodik.

Mivel a és b egész szamok, ezért a 4 két négyzetszam Osszege. Ez csak ugy lehet, ha 0 = (a —3)* és 4 = (b— 1),
vagy forditva, 4 = (a — 3)® és 0 = (b — 1)°.

Az els6 esetben a = 3 és |b— 1| = 2, amibdl a 3;—1;3; 3, illetve a 3;3; —1; 3 adatnégyeseket kapjuk. Ezek egyike
sem jO, mert a medianjuk 3.

A masodik esetben |a — 3| = 2 (innen a = 5 vagy a = 1) és b = 1 adodik. Mivel a < b, ezért a = 1. Az igy kapott
négy szam kielégiti a feltételeket.

Vagyis egyetlen megfelels szamnégyes van: 1,1,1,5.

2. Egy 1 méter oldalhosszusdgi, négyzet alaki asztallapra egy téglalap alaki abroszt teritink. Az abrosz hosszabb
oldalai kétszer olyan hosszuak, mint a rovidebbek, és ugy helyezziik az asztalra, hogy kézépvonalai egybeessenek az asz-
tallap atldival. Igy az abrosz mind a négy sarka az asztallap sikjahoz képest 10 cm-rel leldg. Az asztallap hdiny szdzalékdt
fedi a teritd ebben a helyzetben? (13 pont)

Megoldas. A feladat soran deciméterben fogunk szamolni. Tekintsiik az dbrdt, ahol A, B az asztallap két csucsa,
P, Q, R, S a teritd cstcsai visszahajtva az asztallap sikjaba, mig T, U, V a P, @, S csicsoknak az asztallap megfelel
oldaléleire vett meréleges vetiiletei.

AN

>

Q

Legyen a terits két oldalanak hossza PS = z, illetve PQ = 2x, valamint AT = a. Ekkor T'B = 10 — a.
A feladat szerint PT = QU = SV = 1. Igy a terit6 elrendezése miatt
1

PZ =PW = —.
V2

Ekkor 1 .
TV =20-2-—==2—-V2 & TU=21—-2 - — =2z —2.
V2 V2

Az ATV és a BUT haromszogek egyenld szara derékszog haromszogek, igy TV = V2a és TU = \/5(10 —a)= 10v2—
V2a. Innen a-ra és z-re a kdvetkezs egyenleteket kapjuk: z — V2 =V2a és 22 — V2 = 10vV2 — V2a. Az egyenleteket
Osszeadva, majd mindkét oldalhoz 2v/2-t adva: 3z = 12\/5, amibsl z = 4v/2 adodik.

Vagyis a terit6 oldalai 4v/2 és 8v/2 hossztak.

Igy a terits teljes teriilete 4v/2 - 8v/2 = 64. Viszont az asztallapot nem fedi a négy saroknal 16vs egybevago egyenls
szart, derékszogi haromszog. Ezek koziil kettSt-kettét egyiitt véve éppen két olyan négyzet kaphatd, melyek atloi

2 dm hosszuak. Igy az abrosz asztallapot nem feds részének a teriilete: 2 - — = 4.



Ezek szerint az abrosz az asztal 100 dm?-es teriiletébdl pontosan 60 dm?-t fed le, vagyis az abrosz az asztallapnak
pontosan a 60%-at fedi le.

Megjegyzés. Mivel a terité hosszabb oldala révidebb az asztallap atlojanal (8\/5 < 10\/5), ezért valoban a fenti
abran lerajzolt elrendezés valosul meg.

3. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet az egész (x;y) szampdrok halmazdn:

)
2x—2—\/8x+4——‘?wT'.

(14 pont)
1
Megoldas. A v/8x + 4 miatt —5 < x, és mivel x egész, ezért legalabb 0. A bal oldalt atalakitva:

r+1)—2v2z+1-3=02x+1)—2v2x+1+1—4.

Ez utobbit +2x + 1-ben teljes négyzetté alakitva az egyenletiink a kdvetkezé alakra hozhato:

3y —2
(\/23:4-1—1)2—4——‘ - ‘
Mivel a jobb oldal nem pozitiv, a bal sem lehet az. Vagyis (vV2z +1 — 1)2 < 4, innen |2z +1 — 1| < 2, vagyis
—1<v2x+1<3. Innen 2z + 1 <9, végiil x < 4 adodik. Vagyis x lehetséges értékei 0, 1, 2, 3 és 4.

Helyettesitsiik be ezeket az értékeket rendre az egyenlet bal oldalaba.
Az z =1,z =2 és z = 3 esetén a bal oldal értéke irracionalis. Mivel a jobb oldal racionéalis (hiszen y egész), ezek

nem adnak megoldasokat.

3y —2 3y —2
Ha 2 = 0, akkor a bal oldal értéke: 0 — 2 — VO 4 = —4. Ekkor 4 = ’ Y72\ tehat vagy 4 = 222 amibol
92 )
v=3 ami nem megoldés; vagy —4 = , amibdl y = —6, ami megoldas.

. 2 I
, vagyls y = 3 aml szintén nem

3y — 2
Ha 2 = 4, akkor a bal oldal értéke: 8 — 2 — v/32 + 4 = 0. Ekkor 0 = ‘yT

megoldés.
Osszesen egyetlen megfelel§ szampar van, és ez az x =0, y = —6.

4. Az f(z) = Vx fiigguény grafikonjdt elmetssziik az © = b egyenletd fiiggdleges egyenessel. Az egyenes, f(z), €s
az x-tengely dltal bezdrt S sikidom teriilete t = 18.

a) Mennyi b pontos értéke?

b) Az S sikidomot megforgatjuk az x-tengely kiéril. Mekkora a keletkezett forgdstest térfogata? (12 pont)

Megoldas. a) A kérdéses teriilet szamolhato integral segitségével:

b b
1 2 3 1" 2 3 3
T:18=/\/de=/x2dx:[§-w2+c] :§-b2, innen 27 = b2, végiil b = 9.
0

b) A kérdéses térfogat:

b 9
9
1
V—?T/fQ({E)dI—TF/IdIE—T(|:—-:E2—|—C:| :8777%127,23.
0 0

II. rész

5. a) Igazoljuk, hogy az x® + 32* — 3z — 1 = 0 egyenletnek van egyjegyi pozitiv egész megolddsa.

b) Oldjuk meg az 2* + 32> — 3z — 1 = 0 egyenletet a valds szamok halmazdn.

c¢) Adjuk meg a tangensra vonatkozd addicidsképletek és nevezetes szogek szdgfiigguényei segitségével a 105° és a 165°
szagek tangenseinek a pontos értékét.

d) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:

(tgz+2)> =7+ tgax + ctg .
(16 pont)



Megoldas. a) Az = = 1 megoldés, ez behelyettesitéssel ellendrizhets. (A racionalis gyokteszt mutatja, hogy nem
is lehet mas pozitiv egész megoldas.)
b) Mivel z = 1 megoldasa az egyenletnek, az egyenlet bal oldala felirhato

2® +32° — 3z — 1= (z — 1)(az® + bz + ¢)

alakban alkalmas a, b, ¢ val6s konstansokkal.
Két polinom akkor egyezik meg, ha egyiitthatoik rendre azonosak. Igy

(z—1)(az® +bz+¢) =az’ + (b—a)z’ + (c— bz —c=1-2°+3-2° -3 -z -1

miatt rendre a = 1, b = 4, ¢ = 1 adodik.

Az egyenletet (z — 1)(962 + 4x 4+ 1) = 0 szorzatalakra hozva a bal oldal masodik tényez6jébol adodik, hogy a2 =
—2—+/3, illetve 3 = —2 + v/3 az egyenlet két irracionalis gydke a kordbban megtalalt 1 = 1 mellett.

¢) Felhasznalva a tg45° = 1, tg 60° = V/3 és tg120° = —/3 értékeket, valamint a kovetkezs addicios képletet:

tg(o+ ) = %7
kapjuk: ,
tg105° = tg(45° + 60°) = 11_“2\/\% = 0 _(\1/;)\(/151 75 _4 +_22\/§ =-2-13.
Hasonléan:

. o 1-V3  (1-v8) 423
tg(45 +120)_1—1-(—\/§)_(1+\/§)(1—\/§)_ = =
—2+3.

tg 165°

d) A tgx és ctgx fliggvények értelmezési tartomanya miatt « # k- — (k € Z), ugyanezen okokbdl sem tg x, sem

o

ctg x nem lehet 0.
1
Elvégezve a zarojelfelbontast, és rendezve az egyenletet: tg? 243 tg z—3—ctg « = 0 adodik. Innen tg = (: pr— #+ O) -
ctgx
szel szorozva a tg® x +3tg x — 3tgx — 1 = 0 egyenletet kapjuk. Ez tg x helyére 1j valtozot bevezetve az 1j valtozoban

éppen a b)-beli egyenlet. Vagyis (tgz), 3 = —2 — V3, -2+ V31
A ¢) pontot figyelembe véve, rendre megoldva az egyenleteket:

7
ha tgz=—2—/3, akkor x1=£+k-7r (k ez,
11
ha tgz=—-2++3, akkor ;102:1—;+l-7r (1ezZ), vegil
ha tgz =1, akkor z3 = % +m-7m (m€Z) adodik megoldas gyanant.

6. Egy szabdlyos nyolcszogbe az abra szerint a kézéppontjan keresztil nyolc egyforma egyenld szdri hdromszdget
rajzolunk be.

a) Mekkora a hdromszogek silypontjai dltal meghatdrozott szabdlyos nyoleszdg, illetve az eredeti nyolcszig teriletének
az ardnya?

b) Kati az dbranak megfelelé porgettyiket csindl. A porgettydk felsé felén lévd nyolc kis hdromszog mindegyikét
kifesti a piros, fehér, vagy zold szinek valamelyikével (a pérgettyd aljdt nem festi le).

Hdnyféle kiilonbézd porgettyit készithet Kati, ha az élben szomszédos hdromszdgek szinét killonbézének szeretné, de
nem ragaszkodik ahhoz, hogy mind a hdrom szint felhaszndlja? (16 pont)



Megoldas. a) Vegyiik az eredeti nyolcszog koré irhato korének sugarat R = 1-nek (ez megtehetd).

Az abran lévs haromszogek olyan egyenls szart haromszogek, melyeknek alapjukkal szemkozt 45°-os szoge van. Egy
ilyen haromszog alapjanak magassaga egyben stlyvonal is, valamint a 45°-os cstucsszoget felezi. A csicstol a stlypontig
terjeds szakasz a magassag-silyvonalnak a 2/3-a, ez az j nyolcszog koré irhato korének sugara.

Ezek alapjan az 0j nyolcszog koré irhat6é korének sugara

. 2 V2442
r=c08225" - = ———

~ 0,616.
3 3 ’

Ez a hasonlosag ardnya. Ennek négyzete a kérdéses teriiletek aranya, vagyis

taj 2+ V2
Trégi 9

~ 0,379.

b) A feladat szovege alapjan az egymasba forgathatd porgettytik azonosnak tekintenddek.

bl) Ha csak két szint hasznalunk fel, és rogzitjiik melyik ez a két szin, akkor csak egyféle porgettytt tudunk
csindlni (hiszen felvaltva kell szerepelni a két szinnek a festett haromszogek kozott.) A felhasznalt két szint (vagy
a nem felhasznalt egyet) haromféleképpen véalaszthatjuk ki. Tehat itt 3 eset van.

b2) Ha mind a harom szin szerepel, akkor — aszerint, hogy az egyes szineket hanyszor hasznéljuk — a kovetkezd
esetek lehetnek: 4,3,1 / 4,2,2 / 3,3,2.

b21) A ,,4,3,1” eset. Azt a szint, amelyikb6l 4 haromszog van 3-féleképpen, amibdl 1 van, mar csak 2-féleképpen
valaszthatjuk, vagyis szineket 6-féleképpen valaszthatunk.

b21)

Ha mar kivalasztottuk, hogy melyik szinbdl mennyi lesz, akkor viszont mar csak egyféle porgettyd készithets, hiszen
amelyik szinb6l 4 van, azt csak ugy tehetjiik le, hogy minden két ilyen szind haromszog kozott pontosan egy masféle
szind haromszog talalhato. A méasmilyen szinek pedig a forgatas miatt csak egyféleképp ,helyezheték el”.

Tehat itt Osszesen 6 eset lehetséges.

b22) A 4,2,2” eset. Azt a szint, amelyikb6l 4 haromszog van 3-féleképpen valaszthatjuk. Vagyis szineket most
csak 3-féleképpen valaszthatunk.

b22)

Ha mar kivalasztottuk, hogy melyik szinb6l mennyi lesz, akkor azt a szint, amelyikb6l 4 van, most is csak egyfé-
leképpen tehetjiik le. A két egyforma szinbdl az egyik fajtat a maradék négy helyre kétféleképpen is tehetjiik. Vagy
ugy, hogy egy haromszog legyen kozottiik, vagy ugy, hogy egymassal szemben legyenek (lasd az dbrdkat). Vagyis itt
3 -2 =6 eset lehetséges.

b23) A 3,3,2 eset. Azt a szint, amelyikbdl 2 haromszog van 3-féleképpen valaszthatjuk. Vagyis szineket megint
csak 3-féleképpen valaszthatunk.

Ha pl. a pirosboél van ketts, akkor harom lehetGség van aszerint, hogy a két piros haromszog kozott 1, 2, vagy 3
haromszog kap més szint. Vizsgaljuk meg ezeket rendre.

b231) Ha a két piros kozott egy haromszog mas szind. Ennek a haromszognek a szinét 2 szin koziil valaszthatjuk. Ha
viszont mar valasztottunk (legyen pl. z6ld), akkor a maradék 5 szinezetlen haromszog koziil 3 — a zoldtol kiilonbozs —
azonos szin van még, ami csak egyféleképpen szinezhetd jol. Vagyis itt Osszesen 2 eset lehetséges.

b231)



b232) Ha a két piros kozott két haromszog mas szind. Ezen két haromszognek a szinét 2-féleképpen valaszthatjuk
ki. Hasonléan a maradék 4 szinezetlen haromszog is kétféleképpen szinezhets. Vagyis itt a szinek figyelembevételével
2 -2 =4 eset lehetséges.

b232)

b233) Ha a két piros egymaéssal atellenes. Itt (latszolag) két eset van (feliilrdl az 6ramutatéd jarasaval egyezGen
indulva): PZFZPFZF és PFZFPZFZ. Ezek viszont egy 180 fokos forgatéassal egymasba forgathatoak. Vagyis itt 1 eset
van. A ,,3,3,2” esetben tehat 3- (2+ 4 + 1) = 21 lehetGség van a szinezésre.

b233)

Vagyis 3 + 6 + 6 + 21 = 36-féleképpen szinezhets ki a porgettyd.

7. a) Adjuk meg a P(—1;1), és Q(3;3) pontokon dtmend e egyenes egyenletét.

b) Az f(x) = 2® — 62 + 8 egyenletid figguény grafikonjinak melyik az a pontja, amelyikbe hizott érintd merdleges
a fenti e = PQ egyenesre?

c) Adjuk meg az e egyenes, az érintd, illetve a két koordindta-tengely dltal bezdrt (az elsd siknegyedbe esd) konvex
néqyszog teriletét. (16 pont)

1
Megoldas. a) A P-bol Q-ba mutato v = (4; 2) iranyvektor alapjan az egyenes meredeksége 3 Emiatt az y-tengelyt
3 3
§—nél metszi, vagyis a PQ egyenes egyenlete: y = %
b) Az érint6 pontosan akkor merdleges az iménti egyenesre, ha meredekségeik szorzata —1. Mivel a PQ egyenesének

meredeksége 37 igy az érinté meredeksége —2.

Sziikség van még az érinté egy pontjara. Ez példaul derivalassal meghatarozhaté. Az f(z) = 22 — 6z + 8 fiiggvény
tetszbleges Py = (;vo; f(;vo)) pontjaba hizott érint6 meredeksége éppen f’(zg) = 2x¢ — 6. Ennek kell —2-nek lennie.
Innen zg = 2, és igy Pp = (2;0) adodik az érintési pontra.

¢) Foglaljuk az eddigieket egy dbrdba. Az érintési ponton dtmend —2 meredekségi érinté egyenlete: y = —2x + 4.
Nekiink az OPy RS négyszog teriilete kell.

3
Az Rpont az y = —2x+4 és az y = T egyenesek kozos pontja. Az egyenletek jobb oldalat egyenlévé téve

3
—2x+4= %, majd x = 1, és innen y = 2. Vagyis R koordinatai: R(1;2).
Innen az O Py RS négyszog teriilete gyorsan meghatarozhato. Példaul az OPyT'V 2 oldalhosszt négyzet (ahol T'(2;2),

V(0;2)) teriiletébsl kivonva a megfelels 7 illetve 1 teriiletd, az OPyRS-hez nem tartoz6 derékszogli haromszogek

teriiletét, a kérdéses teriilet:

1 11
TOPORS:4—1_Z:Z~



8. Egy téglatest térfogata 8 cm®. Ha a téglatest minden €lét 1 centiméterrel megniveljiik, akkor egqy 27 cm® térfogati
téglatestet kapunk. Mekkora térfogati téglatestet kapunk, ha ismét megnéveljik az éleket 1-1 centiméterrel? (16 pont)

Megoldas. Jol latszik, hogy az eredeti téglatest lehet egy 2 cm élhosszi kocka. Kérdés az, hogy lehet-e mas.
Legyenek az eredeti téglatest egy cstcsba futo élei az a, b, ¢ pozitiv szamok. Ekkor abc = 8 az eredeti térfogat.
Kétszer alkalmazzuk a hdromtagi szamtani-, és mértani kozép kozotti Osszefliggést. ElGszor:

b
2:%:v3abc§¥, vagyis 6 <a+b+c,

és egyenl@ség csak az a = b = ¢ = 2 esetben lehetséges. Masodszor:

ab 4+ ac + be

4 =82 =Va2b2® = Vab- ac-bc < 3 ,

vagyis 12 < ab+ ac+ be,

és egyenlGség csak az a = b = ¢ = 2 esetben lehetséges. Az 0j térfogatra kapott feltétel szerint:
27=(a+1)(b+1)(c+1)=abc+ab+ac+bc+a+b+c+1>8+12+6+1=27.

Ez nyilvan csak ugy lehet, ha 6 = a+ b+ c és 12 = ab+ ac + bc egyarant teljesiil, vagyis, ha az eredeti téglatest kocka.
Azaz valoban csak a 2 cm éld kocka lehetett az eredeti test.
Igy az ujabb novelés utan kapott téglatest térfogata: 4% = 64 (cm?).

9. Egy jdatékgyarto vallalat az abranak megfeleld mianyag jatékkockdkat gydrt. A gydrtds sordn elkészitik a ,sér-
tetlen” 2 cm élhosszu kockdkat, majd a nyolc csics mindegyikénél az éleken kimérve az azonos d tavolsdgokat levignak
egy-eqy olyan tetraédert, melynek alaplapja szabdlyos hdromszdg. A levdgott tetraéderek anyagdt dsszeqyijtik, €s ebbdl
a hulladékanyagbdl késébb g jatékkockdkat gydrtanak. (Ezek hulladékdt is dsszegyijtik. Altaldban nem kell anyagvesz-
teséggel szamolnunk a gydrtds sordn, illetve a hulladékot nem keverik a nem hulladék anyaggal éssze.)

a) Mekkora a d tdvolsdg pontos értéke, ha pontosan 48 darab jatékkocka hulladékdbol dllithato eld egy, mind a nyolc
cstcsdban ép 2 cm élhossziu kocka?

b) A nem hulladékanyagbdl késziilt kockdik mind elsd osztilyiak a mindség szempontjdbol, mig a hulladékbol készilt
kockdknak csak 80%-a elsd osztdlyi, a t6bbi hibds. A gydrtd cég 20 éve vdltozatlan feltételekkel, vdltozatlan gydrtésoron
gydrtja jatékait. A hulladék- és a nem hulladékanyagbdl készilt kockdk a gydrtds sordn egy tdroléba kerilnek, ahol
osszekeverednek. A jubileum alkalmabol eqy exkluziv 200 darabos jatékkocka szettet adnak ki diszdobozba csomagolva.
Mekkora az esélye, hogy a dobozba legaldbb két darab hibds dobokocka keril? (16 pont)

Megoldas. a) Egy levagott kis tetraéder térfogata:

. dd d3

QU

8d°
Vagyis a hulladék mennyisége egy kockanal: . A szoveg alapjan:

8d3 1 1
48 - - = 64d® = 23, innen d° = 3’ és végill d = 3

Vagyis a kérdéses d tavolsadg éppen 5 mm.
b) Legyen pontosan 48 ép kockéra valo anyagunk. Abbol legyarthatunk 48 csonkolt dobokockat, és azok maradékabol
pontosan egy Gjabb ép kockat kapunk. Vagyis 48 ép egységnyi anyagbol 1 ép egységnyi maradék keletkezik. Mivel nem
1
kell anyagveszteséggel szamolni, a gyartas soran felhasznalt teljes anyagmennyiség T része késziil hulladék anyagbélﬂ

Az 6sszes kocka
1 1 1

48°5 240

L Husz éve valtozatlan feltételekkel gyartjak a kockakat, tehat tekinthetjiik tgy, hogy a kockagyartas folyamata hosszt tavi, rendszeresen
érkezik friss nyersanyag, és az Osszes hulladék felhaszndlasra keriil.



239
része hibas, és igy —— eséllyel els6 osztalyu egy jatékkocka.
Szamoljuk ki a komplementer esetet, vagyis azt, hogy mekkora az esély arra, hogy pontosan 0 vagy 1 darab hibés
kocka van:

239 200
P(0 hibas) = (222)  ~04 ill
(0 hibas) <240) 0,4338, illetve
199 1 199
200\ (239 1 239
P(1 hibas) = (22) (=) =200 =2 ~0,3630.
(1 hibs) (1) (240) (240) 240200 ~

Annak az esélye, hogy pontosan 0 vagy 1 darab kocka hibas, kb. 0,4338 +0,3630 = 0,7968, azaz annak a valoszintisége,
hogy a szettben legalabb két darab hibas jatékkocka van, koriilbeliil 20,32%.



