I. rész

1. Abrazoljuk és jellemezzik az aldbbi fiigguényt a lehetd leghdvebb szdmhalmazon:

2*+5 2 -5 50 o 5.27
2o+l —10 2=+l 410 25—47) 27 —5°

frx— (11 pont)

Megoldas. Legyen a = 2%. Ekkor a megfelels feltételek mellett (a > 0 és a # 5, vagyis = # log, 5):

a+5 _ a—>5 _ 50 _ ba
20 —10 2a+10 25—a%2) a-5
(a+5)?—(a—5)?+100 a—5 20a+100 1 2

2(a —5)(a+5) 5a.  2(a+5) ba

Az abrazolando fliggvény tehat

Jellemzése:

7Df :R\{10g25},
2

o Rf = R+ \ {5}7

— nullahelye nincs,

— tengelymetszete y = 2-nél,

— szigorian monoton cstkkend x € Dy-en,

— konvex.

2. Mennyi a valdszinisége, hogy a hdromjeqyid pozitiv egészek kozil taldlomra olyat vdlasztunk, mely az 5, a 7,
illetve a 11 egyikével sem oszthatd? (12 pont)

Megoldas. 9 - 10 - 10 = 900 haromjegyid szam van. Legyen A az 5-tel, B a 7-tel és C a 11-gyel oszthatd szamok
halmaza. Ekkor

|A| = 180,

IB| = 128,

C| = 81,
|AN B| = 26,
|[ANC| =17,
[BNC|=11 és

|[ANBNC|=2.



o
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A 7-tel, vagy 11-gyel, vagy 13-mal oszthatok szama (a logikai szita modszere szerint):
[A|+|B|+|C| = |ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|=33T.

Tehat a keresett valoszinidség:
_ 0 ?setek szama 563 — 0,626
Osszes eset 900
3. Matematikus bardtunk statisztikdt csindl o kiranduldson készitett 500 fényképérdl. Azt taldlja, hogy a méretik
datlaga 2,84 MB, s a legnagyobb méreti képe 3,65 MB-os.
a) Mennyi a méretik szordsinak legkisebb értéke?

b) Legfeljebb mekkora lehet a méretik szérdsa, ha a terjedelem 1,62 MB? (14 pont)

Megoldas. a) A szoras legkisebb értéke ugyanott van, ahol a négyzetéé. Igy D? minimumét keressiik, s a szamtani
és kvadratikus kozepek kozotti egyenlGtlenséggel adjuk meg azt:
2 499 2
(3,656 —2,84)" + 3.7 (2,84 — z;)

500

D? =

Ekvivalens atalakitasokkal: 100

500D% — (3,65 —2,84)° = (2,84 — x;)°.
i=1
A jobb oldalra felirva a szdmtani-kvadratikus kozepek kozotti egyenlGtlenséget:

2

499 499 2 499 2
> (284 — )" =499 \/Zi_1<2,84 zi) Z4gg<w) .

r 499 499
- 100 SH%(2,84 — 1) 2>499 499-2,84 — Y199 1\ ?
= 499 = 499 '

499

A kapott kifejezés értéke konstans, hiszen a Z x; a maradék 499 elem 0Osszege, 500 - 2,84 — 3,65. Ez azt jelenti, hogy
i=1

a bal oldalon 1évé kifejezés értéke legalabb ekkora, s az egyenlgség akkor 4ll fenn, ha minden maradék elem ugyanakkora

499x* + 3,65

2P+ 300 mibel 2* = 2,8384 < 2,84,

500
Tehat a szoras ¥ = 2,8384 esetén lesz a legkisebb, s ez a minimalis érték D = 0,036.

b) A legnagyobb széras akkor lesz, ha minden kép mérete a legtavolabb van az atlagtol. Miutan a legnagyobb
3,65 MB-os, ebbdl kell 250 darab, s 250 darab kell abbol a méretbdl, mely az ellenkez6 irdnyban tér el ugyanennyit
az atlagtol. Ekkor a szorés:

és legfeljebb 2,84. Legyen ez az érték =*. Ekkor az atlagra igaz, hogy 2,84 =

D_ \/250 (Tmax — T)% 4 250 - (T — Zmin)° \/500(3,65 —2,84)*

=00 = =00 = 3,65 — 2,84 = 0,81.

4. A fizhajtdasi kerékpdrndl fontos a ldnc feszessége. Az elsd lanckerék sugara 104 mm, fogszdma 52, a hdtso
lanckerék adatai pedig 32 mm és 16 fog. (A linckerék sugardt ugy mértik, hogy az megegyezik egy, a ldnckerékre
illeszkedd lancszem kézéppontjdanak a ldnckerék kézéppontjdtol mért tdvolsdgdval.) Milyen hosszi lincra van szikségink,
ha a két lanckerék kozéppontjanak tdvolsiga 450 mm? Hdny lancszemet tartalmaz ez a lanc? (14 pont)

Megoldas. Az érintGszakasz hossza: e = /4502 — 722 = 444,2 mm.

72
— in — ~ 9.207°.
p = arcsin ,



A kozépponti szogek tételét felhasznéalva (miszerint az ivek aranya egy adott kérben megegyezik a hozzajuk tartozo
kozépponti szogek aranyéval):

ket 180° — 20
= — k= 2
2.32-7 360° 1~ 90,25 mm,
ks 180° + 2¢
— = ko~ 1 .
21047 360° 2 360,15 mm

Igy a teljes lanc hossza: | = k1 + ko + 2e ~ 1338,8 mm.
2-104-7

52
legalabb 107 lancszemre van sziikségiink.

1338.8

~1 4- k. Teha
12.566 06,54-et kapun ehét

Egy lancszem hossza: ~ 12,566 mm. Igy a lancszemek szamara n ~

II. rész

5. Milyen m € R paraméter esetén lesz hegyesszogi o megolddsa a kévetkezd egyenletnek?

cos®a — (18 — 2m) cosa+m? +3m +3 =0 (16 pont)

Megoldas. Ahhoz, hogy legyen gyok, D > 0-nak kell teljesiilnie:

(18 —2m)* —4-1- (m*+3m+3) >0,
324 — 72m — 12m — 12 > 0,

§>m
- = m

Ahhoz, hogy pozitiv gyoke legyen (o akkor hegyesszogt, ha cosa > 0), mivel 21 - 2o > 0 (m? + 3m + 3 > 0 igaz
allitas), az x1 + x2 > 0 egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie. Ebbdl ismét a Viete-formulak felhasznélasaval az m < 9
feltételt kapjuk.

A koszinusz fliggvény maximalis értéke 1, s a feltétel miatt 1 sem lehet (o hegyesszog, igy a 0° érték nem lehetséges).
Emiatt a cosa < 1 feltételnek is fenn kell &llnia. A

18 —2m £+ /312 — 84m <1
2

egyenl6tlenségbdl a

+V78 - 2Im <m —8



egyenlGtlenséget kapjuk. A korabbi feltételek miatt ennek a jobb oldala negativ, tehat a bal oldalon 1évs kifejezésnél
is csak a negativ érték lehetséges. A négyzetre emelés soran a relacidjel megfordul:

78 — 21m > m? — 16m + 64,
0> (m+7)(m—2),
—7T<m<2.

A feltételek alapjan a megoldas:

26
m§7 s m<9 és —T<m<2.

—7<m<2

6. Abrdzoljuk a kévetkezé ponthalmazt o koordindtasikon:

22

X
1= { P | 52

gowm}

Mekkora a ponthalmaz tertlete? (16 pont)

Megoldas. A nevezében 1év§ kifejezés az origod kozéppontu egységkor egyenletére emlékeztet. Emiatt a kdvetkezd
eseteket érdemes megvizsgalni:

a) a koron beliili pontokrol, vagy

b) a koron kiviili pontokrol van szo.

a) Ha a nevezd negativ, vagyis az origé kozépponti egységkoron beliili pontokrol van szo, akkor a szamlalonak
nem-negativnak kell lennie. Ekkor az 2? > y? all fenn. E masodik feltételnek az dbrdn lathaté pontok tesznek eleget.

b) Ha a nevez$ pozitiv, vagyis az origd kdzépponti egységkoron kiviili pontokrdl van szo, akkor a szamlalonak
negativnak kell lennie. Ekkor az ? < y? all fenn. E masodik feltételnek az dbrdn lathaté pontok tesznek eleget.

A két fenti esetet, az egységkort, valamint az |y| < 1 feltételeket Gsszevetve a kdvetkezs ponthalmazt kapjuk:




A két negyedkor-cikk teriiletéhez hozzaadva a négy kis szogletet kapjuk a keresett teriiletet:

T=2.-"414.
+ 2 8

127 1-1 127 T us
el

7. Az ABCD négyzet alapu egyenes gila AE odalalélének P pontjdira teljesil, hogy AP : PE =1 : 2, valamint
a CFE oldalélének R pontjdra igaz, hogy CR: RE =1 : 2.

a) Milyen ardnyban osztja a B csicson, valamint a P és R pontokon dtmend sik a DE élt?

b) Hdny szdzaléka a keletkezd sikmetszet terilete az alap négyzetlap teriletének, ha a gila magassiga az alaplap
dtlgjanak mdsfélszerese? (16 pont)

Megoldas. a) Mivel az ABCDE egyenes gula, a PR szakasz a magassagot a Q harmadolopontban metszi. Vegyiik
a gila DBE sikmetszetét. A DBE haromszogben a T'E sulyvonalat a @ pont 1 : 2 ardnyban osztja, tehat @ silypont.
Igy a BQ meghosszabbitésa a DE oldalt az F felez6pontban metszi (szintén sulyvonal).

E
2x
F\
§ Q
1 .
D T T B

b) Az egyenes gula szimmetriaja miatt BF 1 PR, a sikmetszet deltoid. Teriiletét az atlok segitségével szamoljuk ki.
A PR szakasz az AC' 2/3-ad része, valamint a T” pont felezi az TD szakaszt (parhuzamos szel6k tétele).

A feltétel szerint TE = 3z = gDB, tehat TB = x, amibdl kovetkezik, hogy o = 45°. Innen

Tprrp  “5PE  3AC-V2BT'  2AC-V2-iBD 2
Tapcp  A<ED — AC-BD ~ AC-BD 2

Tehat a BRF P négyszog teriilete kb. 70,7%-a az alaplap teriiletének.

8. Készitsiink ,mérchengert”, mely az f(x) = z'°, ahol x € [—1;1] fiiggvény y tengely korili megforgatdsdval
jon létre. A koordindtarendszer egységeit dm-ben mérjik. Készitsink deciliterenként beosztdst az oldaldn. (Milyen
magassagokndl lesznek az osztdsvonalak?) (16 pont)

Megoldas. Az egyszertibb szamolas kedvéért dontsiik meg a mérdedényt 90°-kal. Igy a megadott f(z) = 2'°

fiiggvény helyett annak inverzét, a g(z) = “Vr fiiggvényt kell az = tengely koriil megforgatnunk. A megforgatott
fliggvény h; intervallumhatérait kell igy meghatarozni, hogy a keletkezd szeletek térfogata 1 legyen:

/Ohl g(x)d:z:—/ohl (Vz)’'rde =1

w/ rsdr =1,
0

h
§7T [mg} Lo 1,

hi =~ 0,4484 (dm).



Hasonloképpen az integralt 2-ig szamolva kaphatjuk a ho & 0,7990 (dm) értéket. A kovetkezs osztas mar nem fér
az edény oldalara.

9. Egy ,piramisjaték” elinditdja a mdsodik hétre mdr 4 embert sikeresen beszervezett, igy oten lettek. (Az elsé hét
a tervezés ideje volt.) A szervezés olyan jol sikerilt, hogy a harmadik héttdl kezdve minden héten a kovetkezd sorozat
szerint alakult az dsszes résztvevd szama: a, = 3a,—1 — 8.

a) Hdnyan vettek részt az dtodik héten a jdtékban?

b) Mutassuk meg, hogy az dsszes résztvevdk széma monoton névekvd sorozatot alkot.

c) Irjuk fel explicit alakban a sorozatot.

d) Igazoljuk, hogy a sorozat utolsé szdmjegyei n = 2-t6l kezdve periodikus sorozatot alkotnak. (16 pont)

Megoldas. a) Helyettesitsiik be az egymast kovets értékeket az adott rekurziv képletbe:

a2:5, a3:3'5—8:7,
ay=3-7—-8=13, as =3-13 -8 =31.

b) a,, akkor monoton névekeds, ha 3 - a,_1 — 8 > a,_1, azaz 2a,,_1 > 8 teljesiil Vn € N\ {1} esetén.
Ezt teljes indukciéval tessziik meg:

(i) Belathato, hogy az els6 elemekre teljesiil: 10 > 8,14 > 8, ... .

(i1) Tegyiik fel, hogy egy tetszéleges (k — 1)-dik elemre teljesiil az allitas, azaz 2a;_1 > 8, ahol k > 2.
(i41) Belatjuk, hogy a kivetkezs elemre, aj-ra is teljesiil az allitas:

2ar = 6ag_1 —16=3-(2ap_1) — 16 > 24—16=38.
def. ind. felt.

Tehat a sorozat valoban monoton novekedd.
¢) Irjuk fel az egyes elemek részletes kiszamitasat:

as=3-(3-5-8) -8,
as=3-(3-(3-5—-8)—8) =38,

ap=3""2.5-8- (3" +3" " +...+3°).
Felhasznalva a mértani sorozat elsé n elemére vonatkozo Osszegképletet:

n—2
an:5'3n72_8'%:5'37172—4'3"724—4:3"724—4 (n22)
d) Trjuk fel az elsé néhany végzédest: 5, 7,3, 1,5, ... .
A negyedik elem utén az 6t6s végzédést kapjuk ismét, amelyen a rekurzi6 képletét alkalmazva ismét a 7-es végzidést
kapjuk stb.
(A kétjegyd szamokat 10N + ¢ alakban felirva megmutathato, hogy az egyesek helyiértékén allo jegyen végzett
miivelet adja az ujabb végzddést, mely fiiggetlen a tobbi szamjegyt6l: 3 - (10N +¢) —8 = (3N) - 10+ (3¢ — 8).)



