Amint az jol ismert, egy centralis gravitacios térben egy m tomegi testre (amit nevezziink bolygonak)
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ahol M a centrumban elhelyezkedd tomeget, r a mozgé test helyvektorat, v pedig a Newton-féle gravitacios allandot
jelslil]
Az (1) egyenlet megoldasa ellipszis, parabola vagy hiperbola attdl fiigg6en, hogy a mozgo test teljes
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energidja negativ, nulla vagy pozitiv, és az adott kupszelet (egyik) fokusza éppen a centrumba esik. Ellipszispalya
esetén a bolygd keringési ideje

ahol a az ellipszis nagytengelyének a fele. Ez a leiras (mivel rogzitett vonzocentrumot és egyetlen bolygot feltételez)
eléggé idealizalt, ennek ellenére nagyon pontosan irja le pl. a Naprendszeriink bolygéinak a mozgasat. Ennek az az
oka, hogy a Naprendszer Gsszes tomegének legnagyobb része (99,87%-a) a Napban van, a bolygok pélyasugarai pedig
eléggé eltérnek egyméastol, igy a bolygdk egymaéasra gyakorolt tomegvonzésa, és az a tény, hogy a Nap maga is a kozos
tomegkdzéppont koriil mozog, csak igen kicsi korrekciot okoz.

A kovetkezskben két olyan esetet targyalunk meg részletesen, amelyekben ezek a feltételek nem teljesiilnek: meg-
vizsgaljuk, hogyan mozog két kozel azonos tomegl égitest (ikercsillag) egymas gravitacios terében, és bemutatjuk
a gravitacios haromtest-probléma egy igen specidlis, de nagyon szép esetét.

Az ikercsillagok mozgasa

Tegyiik fel, hogy a két égitestre egymason kiviil nem hat semmi! Ekkor nyilvan a kézos témegkozéppont koriil mo-
zognak, ezért érdemes a koordinata-rendszeriink origdjat ehhez a ponthoz rogziteni. Ez az impulzusmegmaradas miatt
inerciarendszer. Legyen a két tomeg m; és ma, a helyvektorok pedig r1 és ra! A koordinata-rendszer vilasztasunkbol
kovetkezik, hogy a mozgas soran minden pillanatban

miri +meore =0 és mi71 + mors = 0.

Ebben a koordinata-rendszerben tehat csak olyan kezdeti feltételnek van értelme, amely a fenti egyenleteknek
megfelel, és tulajdonképpen csak egy fiiggetlen koordinatank van. Mivel az er6torvényben a két test tavolsaga szerepel,
fiiggetlen valtozonak érdemes pl. az r12 = 71 — r2 vektort valasztani (|r12] = r12 = 71 + r2). Ennek segitségével
a két mozgasegyenlet
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helyettesitésekkel a két egyenlet egymésba atirhaté. Ennek megfeleléen a megoldasuk is azonos, vagyis az origdébol
felmeért 1 2 vektor végpontja kupszeletet rajzol le. Annak feltételét, hogy ez milyen kupszelet, (2)-bdl a megfelels

T12 < T, my +mo < M

helyettesitéssel kapjuk meg: a palya ellipszis, parabola vagy hiperbola, ha a
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LA cikkben azt a gyakorlatot kovetjiik, hogy egy vektort és annak nagysagat ugyanaz a szimbolum jelsli, csak a vektort magat felkover
karakterrel szedjiik; igy pl. r az r vektor nagysaga. Egy mennyiség jele folé tett pont a mennyiség idSbeli valtozdsdnak {itemét jelzi, igy
a témegpont sebessége, 7 pedig a gyorsulésa.



mennyiség negativ, nulle vagy pozitiv. A (2) kifejezés elGjele nem fiigg m-t6l, ezért azt itt elhagytuk, de vegyiik

mim

észre, hogy ha nem hagyjuk el, hanem a helyére %—t helyettesitiink, kihasznalva a teljes impulzus nulla voltat,
mq mo

megkapjuk a rendszer teljes energiajat:
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Tehat — a fizikai érzékiinkkel 6sszhangban — most is mondhatjuk: az energia negativ vagy pozitiv volta donti el a palya
alakjat. (Természetesen ez igy csak ebben a témegkozépponti koordinata-rendszerben igaz. Ha a kozos tomegkdzéppont
mozog, ahhoz is tartozik egy energiajarulék, ami azonban nem befolyésolja a testek egymashoz viszonyitott mozgasat.)
Erdemes megjegyezni, hogy az egyes testek palydja geometriai értelemben hasonlé ahhoz a sikgdrbéhez, amelyet
az 11,2 vektor kirajzol. A megfelel§ fokuszpontok a kozos tomegkozéppontba esnek, és pl. ellipszispalya esetén az 71 2
ellipszisének fél nagytengelye a = (71,2max + 71,2 min)/2 azonos a két ellipszis a1 és as fél nagytengelyének Osszegével.
(Az indexben megjelend max és min jelzés értelemszertien az adott mennyiség maximalis és minimalis értékére utal.)
Ennek megfelelgen a keringési id6
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T=274{ ————.
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A haromtest-probléma egy specialis esete

Most tekintsiink harom, minden méas objektumtol fiiggetlennek tekinthets égitestet! A tomegek legyenek mq, mo és
mg, és a koordindta-rendszeriink origdjanak valasszuk most is a k6z6s tomegkozéppontot. Az r; koordinatak és az 7
sebességek (i = 1,2,3) most az

(3) miry +mory +mgrg =0 és miT1 + mots + mgrg =0

egyenleteket elégitik ki. A harom mozgésegyenlet:
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ahol az el6z6ekhez hasonléan az r;; az ¢ és j indexd tomegpontok tavolsaga. Ez a csatolt egyenletrendszer mar
kezelhetetleniil bonyolult, de igen egyszertivé vilik abban a specidlis esetben, amikor r o2 = m 3 = 123 = R, azaz
a testek egy R oldalhosszt, egyenls oldalti haromszog csicsain helyezkednek el. Ekkor (3) segitségével mind a harom az

mi + mo + M3

(4) 7= - 7B i

(i=1,2,3)

alakra hozhaté.
Mi kovetkezik ebbsl? Nevezetesen az, hogy ha egy pillanatban mindharom test sebessége ugyantgy aranyos a hely-
vektoréaval, azaz

T = KTi+WWwe x »; (i =1,2,3), (5)akkoreza mozgssorngyismarad.Ittaz elstagegyegyenletestguls, melybena x egy 1/s dimenzidju mennyiség, a masodik tag pedig

akkor igazoljuk, hogy (F3) a mozgéasi energia, tehat (F1) valéban a teljes energia. Marpedig (F4) fennall, ahogy azt
a mellékelt dbra segitségével konnyen belathatjuk.




Ezen a haromszog oldala R, a geometriai silypontja C, a fizikai tomegkozéppontja S, a C-b6l az S-be mutatd
vektor r, a C-bol és az S-bdl az egyes tomegekhez mutatod vektorok ¢; és ;. Az (F4) egyenlet jobb oldala a rendszer
S-re vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatéka, amit a Steiner-tétel segitségével dsszekothetiink a jol szamithaté C-re
vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékkal. Eszerint
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Ezt az egyenletet négyzetre emelve és kihasznélva, hogy ¢;c; = §R2, ha i = 3, és _6R2’ ha i # j, kiszdmithatjuk

r?-et, és igy (F5) jobb oldalat kiértékelve valoban megkapjuk (F4)-et.



