I. rész

1. Mutassuk meg, hogy nincs olyan valds szdmpdr, amelyre

(2% +5) =25 — |y — 3|
21x + 63y = 188 '

(11 pont)

Megoldas. Az elsé egyenletbdl: (2% + 5)2 > 25, 25 — |y — 3| < 25. Igy az els6 egyenlet megoldasa csak = = 0,
y = 3 lehet. Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve:

21-0+63-3 =189 +# 188.

Az egyenletrendszernek tehat nincs megoldasa.

2. Egy ora szamlapja 20 cm oldalhosszisdgiu szabdlyos hdromszdg. A mutatékat a hdromszég kézéppontjiban régzi-
tették gy, hogy 12 drakor az eqyik csics felé mutatnak.

a) Milyen hosszi lehet a nagymutatd, ha soha nem nyulik tul az dra szdmlapjin?

b) Hdarom orakor a két mutatd dltal meghatdrozott két félegyenes mekkora teriletd részt jeldl ki az dra szamlapjabol?
(12 pont)

Megoldas. a) A nagymutat6é nem lehet hosszabb a 20 cm oldalhosszisagu szabalyos haromszog beirt korének

V3

sugaranal. Mivel az a oldald szabalyos haromszog teriilete: ¢ = %, a keriilete: k& = 3a, most ¢t = 100v/3 cm?,

k=60 cm. A t =rs (r a beirt kor sugara, s a keriilet fele) Osszefiiggés szerint:

. _ 100v3 _ 10v3
30 0 3 7

cm-nél.

10v/3
3

A nagymutaté nem lehet hosszabb

K+—Q

A F B

b) A mutatok altal kijelolt CKQ derékszogli haromszog hasonlo a CFB derékszogi haromszoghtz (a szogeik
paronként egyenltk). Az ABC' szabélyos haromszogben a K pont egyben a silypont is, igy CK : CF =2 : 3. Ez lesz
a két haromszog hasonlosadganak ardnya is.

Tudjuk, hogy a teriiletek a hasonlésidg ardnyanak négyzetével ardnyosak, ezért

2\2 4 1 a®/3 200V3
lekg = <§> “tcrB = 93 1~ 9 ~ 38,5 (cm?).

Harom orakor a két mutato altal meghatarozott két felegyenes 38,5 cm? teriiletd részt jelol ki az 6ra szamlapjabol.

3. Egy egyfordulds riplabdakupdn — ahol tehdt barmely két csapat pontosan eqyszer jatszik eqymdssal — 30 lejdtszott
mérkdzés utdn még minden csapatnak hdrom mérkézése volt hdatra. Hany csapat szerepelt a kupdn? (14 pont)

n(n—1)
2

Megoldas. Legyen a csapatok szama n. Az 6sszes mérkGzések szama: . Minden csapatnak még 3 mérk&zése

3n
volt hatra, ez Osszesen > mérkézés. Ezért a lejatszott mérkszések szama:
nn—1) 3n
2 2

amibdl az n? — 4n — 60 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk. A gyokok: ny; = 10, ny = —6. A roplabdakupan 10 csapat
vett részt.

4. Hatdrozzuk meg az AN B halmazt, ha A= {z € R | 3(ctgz — tgz) = 2\/5}, B={zeR||z|<2}. (14 pont)



Megoldas. Megoldjuk a 3(ctgz — tgz) = 2v/3 egyenletet. Ez
3tg?z +2vV3tgz —3=0

3
alakra rendezhetd, amibdl tg x lehetséges értékei: % vagy —V/3. Vagyis

{E1:z+k1ﬂ', x2:—g+k2ﬂ', ahol kq,ko € Z.

6
Az |z] < 2 feltétel szerint —2 < z < 2.
Vagyis
T
anp={ 77}
3°6
II. rész

5. A 10" + 14" + 15™ + 21™ kifejezésben az n 3-mal oszthatd pozitiv pdaratlan egész szdmot jelol.

a) Igazoljuk, hogy a négytagi dsszeg minden ilyen n esetén oszthatd lesz 1260-nal.

b) A négytagu dsszeg két tagjat véletlenszerien kivdlasztjuk. Mekkora valdsziniséggel lesz a két tag dsszege hdarommal
oszthato? (16 pont)

Megoldas. a) Alakitsuk 4t a négytagu kifejezést:
10" + 14" + 15" + 21" =2" .57 427 . 7" 4 3" . 50 4 3. TP = (2" 4 3) (B + 7).
Legyen n = 3k, ahol k paratlan pozitiv egész szamot jelol. Ekkor
(2" +3™) (5" + T") = (2% + 3%F) (5% + 7°F) = (8% + 27) (125F + 343%).

Mivel a kitevSk paratlan szamok, azért 35 | 8% 4 27% és 468 | 125% 4 343%. A 468 oszthato 36-tal, és (35;36) = 1, ezért
a kifejezés oszthato 35 - 36 = 1260-nal.

b) A négytagt Osszeg két tagjat hatféleképpen valaszthatjuk ki. Mivel a kitev6k paratlan szamok, azért az Osszeg
oszthato lesz az alapok Osszegével. Az alapok Osszege a kovetkezd hat érték koziil keriilhet ki: 24, 25, 31, 29, 35, 36.

Ezek koziil két szam oszthaté harommal, vagyis két esetben biztosan 3-mal oszthato az 6sszeg. A tovabbi négy esetben
nem kaphatunk 3-mal oszthaté szamot, mert a kéttagu Osszeg egyik tagja oszthatd 3-mal, a masik pedig nem. Igy

PR |
a keresett valoszintség 3"
6. Egy hdromszogben ismerjik mindhdrom oldal hosszdt és mindhdrom szog nagysdgdt. Mutassuk meg, hogy ezeket
az értékeket az ) ) )
b
(5) + () +(5)
ctg a4 ctg B+ ctgy
képletbe behelyettesitve a hdaromszdg teriletét kapjuk. (16 pont)

Megoldas. A megadott képletet alakitsuk a kovetkezé modon:
2 2 2
(5 +(E) " +(6)" _ >+ b+
ctga+ctgf+ctgy 4. (o g cosBy cosyy”

sin a sin 8 sin y

B2 42— g2
A koszinusz-tételt alkalmazva: cosa = %. Ugyanigy felirhatjuk cos 3 és cos~y értékét is:
c

a?+ % — b2 a4+ b2 -2

cos = , cosy = 50D
a

2ac
Vagyis:
a? +b> 42 a? 4+ b> 4 c?

4 . (COSO‘ + ‘;?;g + COS’Y) B A ( b%+c?—a? a®+c2—b? a’+b%—c? ) =

sin o sin~y 2bc 2ac 2ab

sin sin 8 sin -y

a? + b + 2 a?+v*+c?
4 (PrcP—a? a24c2_b2 a®+b2—c2\ 4. (b>+cP—a? a24c2_b2 a24b2—c2\
4 ( 2bcsin + 2acsin 3 + 2absiny ) 4 ( 4t + 4t + 4t )

t(a® +b? + %) t(a> +0*+c?)

B2+ —a2) + (a2 +c2—b2) + (a2 + 02— )  a®+b2+¢2

Valéban a haromszog teriiletét adja ez a képlet.
7. Igazoljuk, hogy a valds szamok halmazdn értelmezett f(x) = 823 — 62 — 1 hozzdrendeléssel megadott fiigguénynek

hdrom kiillonbézd zérushelye van és ezek kézil a legnagyobb: 1 = cos % (16 pont)



Megoldas. Tudjuk, hogy f(z) mindeniitt folytonos fliggvény. Mivel az

f'(x) =242 — 6

1 1
fiiggvény zérushelyei a —= és az —, azért itt lehet az eredeti fliggvénynek lokalis szélsGértéke. Ezeken a helyeken az els6

derivalt elGjelet valt (pozitivbol negativba, illetve negativbol pozitivba megy &t), igy az elsé helyen lokalis maximuma,
a masodik helyen lokalis minimuma van a fliggvénynek. Szamoléssal kapjuk, hogy f(—0,5) =1 és f(0,5) = —3. Vagyis

11
a } —55 [ intervallumon van zérushelye a fliggvénynek.

r < ! €T = I 1<x<1 T =
2 ) 2 2 _

v maximum AW minim
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1
Mivel lim (82 — 6z — 1) = oo, azért az } 5700 { intervallumon is van zérushelye a fiiggvénynek.
Tr—r0o0

1
Mivel lim (8;103 — 62— 1) = —o0, azért a } —00; —3 [ intervallumon is van zérushelye a fiiggvénynek.
r—r— 00
Azaz van harom kiilonb6z6 zérushelye.

1
Mivel f(0) = —1, azért a kozéps6 zérushelyrdl az is megéllapithato, hogy a } —3 0[ intervallumon talalhat6. Ez

azt jelenti, hogy két negativ és egy pozitiv zérushellyel rendelkezik a fliggvény. Tudjuk, hogy cosg > 0, ezért ha az

r1 = Cos g valoban zérushelye a fiiggvénynek, akkor az a harom zérushely koziil csakis a legnagyobb lehet.

1
A g haromszorosa g, ami nevezetes szdg. Tudjuk, hogy cosg =3 Alkalmazzuk a cos3a = 4cos® a — 3cos
Osszefiiggeést:

cos% = 4 cos® % —3COS%.

Ezt 2-vel szorozva és rendezve kapjuk:
0 0
8cos® — —6cos— —1=0.
cos” o cos o

Ez pontosan azt jelenti, hogy az f(z) = 82° — 62 — 1 hozzarendelést fiiggvénynek az z; = cos% a zérushelye.

8. Egy derékszogd hdromszdog beirt korének sugara 2, a befogokhoz hozzdirt koreinek sugara 3 és 10. Mekkora az
dtfogohoz hozzdirt kor sugara? (16 pont)

Megoldas. Ha elkészitjiik az dbrdt (és a szokasos jeloléseket hasznaljuk), akkor kénnyen igazolhato, hogy 0, = s—b
és op = s — a. A két Osszefiiggés Osszeadasaval kapjuk, hogy g0, + 0 = ¢. A megadott adatok szerint: ¢ = 13.



Derékszogi haromszog esetén o. = s.

Ha a haromszog beirt korének a BC oldallal vett érintési pontja és a B cstcs kozti tavolsag z, akkor: (z + 2)2 +
(15 — a:)2 =169, amib6l 2°> — 132 4+30=0, 2; = 10, o = 3. Innen a = 5, b = 12.

A derékszogl haromszog mindharom oldalat ismerve az atfogdhoz hozzairt kor sugarat kiszamolhatjuk: o, = s =
5+12413
% = 15.

Megjegyzés. Altalaban is megmutathatjuk, hogy derékszogt haromszog esetén: o, + 0 + 0 = 0.

9. Egy pihendpark haszndlatdaért az tizemeltetd pénzt szeretne kapni, ezért két lehetdséget dolgoztatott ki. Az elsd
vdltozat szerint lenne 12 drds és 6 drds jegy. A 12 drds jeggyel nyitdstol zdrdsig bent lehet lenni 1000 Ft-ért, a 6 ords
jegy dra pedig 600 Ft lenne. A mdsodik viltozat szerint lenne 3 drds jegy 350 Ft-ért, 6 drds jegy 600 Ft-ért, 9 ords
jegy 850 Ft-ért és az ezt meghalado iddre szolo jegy 1250 Ft-ért. Megfigyeltek 150 ldtogatdt és a kovetkezd gyakorisdg
adddott:

id6tartam (h) 0-112|23|34|45|56|6-7| 78|89 ]|9-10]| 10-11 | 11-12
gyakorisag (f6) | 6 7 11 | 18 | 25 | 26 | 20 | 16 | 15 4 2 0

a) Mennyi lesz az adatok alapjdin az egy fore esd dtlagos bevétel az elsé vdltozat szerint?

b) Mennyi lesz az adatok alapjin az egy fore esd dtlagos bevétel a mdsodik vdltozat szerint?

¢) Egy harmadik vdltozatban 4, 8 és 12 drds jegyeket lehetne vdsdrolni, melyek dra ardnyos lenne az idétartammal.
Milyen dron kellene adni ezeket a jegyeket, ha a rendelkezésre allo adatok alapjin az egy fore esd dtlagos bevételként
700 Ft korili értéket szeretne kapni az tizemeltetd és a jegyek dra 10-zel oszthato? (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 valtozat szerint 20 + 16 + 15+ 4 + 2 + 0 = 57 6 1000 Ft-os jegyet, és 150 — 57 = 93 {6
600 Ft-os jegyet vasarolna.
Ekkor az egy f6re esd atlagos bevétel:

1 . F
57 - 1000 + 93 600:752 < t>.

150 6

b) A masodik valtozat szerint 4+2+0 = 6 {6 1250 Ft-os jegyet, 20+ 16+ 15 = 51 {6 850 Ft-os jegyet, 18+ 25426 =
69 16 600 Ft-os jegyet és 6 + 7+ 11 = 24 {6 350 Ft-os jegyet vasarolna. Ekkor az egy f6re es6 atlagos bevétel:

24 - 350 + 69 - 600 + 51 - 850 + 6 - 1250 _ 671 <Ft>

150 6

¢) Legyen a 4 6rés jegy ara = Ft, ekkor a 8 6rasé 2x Ft, a 12 6rasé 3z Ft. A megadott adatok alapjan 154+4+240 =
21 16 3x Ft-os jegyet, 25 + 26 4+ 20 + 16 = 87 {6 2x Ft-os jegyet és 6 + 7 + 11 + 18 = 42 {6 x Ft-os jegyet vasarolna.
Ekkor az egy f6re es6 atlagos bevétel:

42 -2 +87-2x 42132z 279z (Ft)

150 ~ 150 \f6

79x

2
Azt szeretnénk, hogy ez a szam 700 koriili érték legyen, vagyis = 700, amibél x ~ 376.
A jegyek ara kerekités utan lehetne: 380 Ft a 4 6rasé, 760 Ft a 8 6rasé és 1140 Ft a 12 6rasé.



