Ebben a cikkben egy szamelméleti kérdést, az tn. multiplikativ Sidon-sorozatok maximalis elemszamat fogjuk
vizsgalni. A matematikaban sokszor el6fordul, hogy valamely teriilet eredményeit egy attol latszolag tavol allo teriile-
ten is felhasznéljak. A multiplikativ Sidon-sorozatokkal kapcsolatos problémék is ilyenek, ugyanis ezek vizsgalataban
bizonyos grafelméleti eredmények is jelentds szerepet kapnak.

Egy pozitiv egész szamokbol allo A halmazt akkor hivunk multiplikativ Sidon-sorozatnak (tovabbiakban réviden:
Sidon-sorozatnak), ha az

(1) ab=cd

egyenletnek csak trivialis megoldéasa van A-ban, vagyis a,b,c,d € A esetén csak akkor teljesiilhet az (1) egyenlet, ha
{a,b} = {c,d}. Azt szeretnénk meghatarozni, hogy az els6 n pozitiv egész szam koziil legfeljebb hényat lehet ugy
kivalasztani, hogy azok Sidon-sorozatot alkossanak. Ezt a maximaélis elemszéamot jelolje F(n). Konnyd észrevenni,
hogy a primek Sidon-sorozatot alkotnak, ugyanis, ha a, b, ¢, d (pozitiv) primszamok, és ab = cd, akkor a szamelmélet
alaptétele miatt valoban {a,b} = {c,d}. A primek szaméat n-ig 7(n)-nel jeloljiik, és a primszamtétel szerint w(n) ~
% M. Tehat F(n) > w(n) minden n-re teljesiil. A kérdés az, hogy lehet-e ennél tobb szamot is kivalasztani, és ha

igen, akkor mennyivel.

A kovetkezs otlet segitségével adhatunk fels6 becslést a Sidon-sorozatok elemszamara: az A = {a1,as9,...,ax} C
{1,2,...,n} halmaz minden a; elemét irjuk fel ,igyesen” két pozitiv egész szam szorzataként: a; = wu;v;. Ezutan
tekintsiik azt a G grafot, amelynek csicsai 1,2,...,n, és minden 1 < ¢ < k-ra kossiik Ossze az u; és v; csucsokat;
ily modon egy k éld grafot kapunk. Megmutatjuk, hogy ha A Sidon-sorozat, akkor G-ben nem lehet 4 hosszusagu
kor. Ha ugyanis x1zox3zs egy 4 hosszu kor lenne G-ben, akkor mivel (z1,z2), (z2,23), (3, 24), (24, 21) élek G-ben,
ezért az T1T2, Taks, T3k, Tex1 szorzatok killonbozs elemei lennének A-nak. (Azért kiilonb6z6k, mert minden A-beli
szamhoz csak egyetlen G-beli élet huztunk be.) Ekkor azonban a = x1x9, b = 2324, ¢ = xox3, d = x4 nemtrividlis
megoldasa lenne az (1) egyenletnek. Vagyis a kapott G grafra mindenképpen teljesiil, hogy nem tartalmaz 4 hossziasaga
kort. Persze G-nek ettsl még lehet sok éle, példaul, ha minden a; szamot a; = 1 - a; alakban irunk fel, azaz példaul
u; = 1, v; = a; (minden 1 < i < k esetén), akkor egy csillagot kapunk: minden csics az 1-gyel van 6sszekotve (1 € A
esetén van egy hurokél is), ami nem tartalmaz 4 hosszu kort, viszont egy ilyen csillagnak n éle is lehet (az 1-hez
tartozo hurokéllel egyiitt), és igy csak a magatol értet6ds F(n) < n becslést kapnank. A cél tehat az, hogy a szdmokat
oly médon irjuk fel szorzat alakban, hogy annak segitségével jo becslést kapjunk. Az ehhez sziikséges Stlet Erdéstol
szarmazik, és a kovetkezd allitasra épiil:

1. allitas. Minden a < n pozitiv egész szdm felirhato uv alakban, ahol v < u < n?/3, vagy u > n?/3 primszdm.

Ez az allitas konnyen igazolhato, a logaritmusokra attérve levezethet6 a KoMaL 2012. majusi szdmaban kitzott
B. 4455. szamu feladatanak allitasabol, ami a kdvetkezs volt: Véges sok pozitiv szdm kéziil egyik sem nagyobb a tobbi
osszegénél. Igazoljuk, hogy két részre oszthatjuk dket gy, hogy bdrmelyik részben a szimok dsszege legfeljebb kétszer
akkora, mint a mdsikban. Az allitdsbol az deriil ki, hogy minden szamot fel tudunk irni két ,nem til nagy” — preci-
zebben n?/3-nal nem nagyobb — szdm szorzataként, kivéve, ha van egy ,tul nagy” — precizebben: n?/3-nal nagyobb —
primosztdja, amikor is ez nyilvanvaléan nem lehetséges, hiszen a szorzat két tényezdje koziil az egyiknek tartalmaznia
kell ezt a mar 6nmagéban is n?/3-nal nagyobb primtényezGt.

Az iigyes” szorzatta alakitas mellett sziikségiink lesz 4 hosszi kort nem tartalmazéd grafok élszamara vonatkozo
becslésekre, most az elSkésziileteket folytatva ilyen tipusu allitdsokat fogunk kimondani és bizonyitani.

2. allitas. Ha a G egyszeri grafnak n csicsa van és nem tartalmaz 4 hosszu kort, akkor az €éleinek szama legfeljebb

Z(1+Vin=3).

Bizonyitas. Szamoljuk meg, hogy a grafban hany ,cseresznye” van, vagyis hany olyan részgrafot tartalmaz, amely-
nek csdcsai a, b, ¢ és a Ossze van kotve b-vel és c-vel is. (A haromszoégeket mindharom csicsuknél szamolni fogjuk
cseresznyeként.) Egyrészt, ha b-t és c-t mar kivalasztottuk, akkor a csak a két cstcs egy kozos szomszédja lehet. Ilyen-
bél legfeljebb egy lehet, hiszen ha aq és aq is kdzos szomszéd lenne, akkor bajcas egy 4 hossztu kort alkotna. Vagyis

minden pontparhoz legfeljebb egy cseresznye tartozhat, és igy a cseresznyék szama legfeljebb Z . Masrészt, a cstucsok

d d
fokszamat dy, ds, . . ., d,-nel jeldlve a cseresznyék szama pontosan ( 21) R ( 2"), hiszen ha elGszor a cseresznye
kozépss csucsat valasztjuk ki, akkor ezutan a szomszédjai koziil kell még két kiillonbozdt valasztanunk. A graf élszamat

k-val jelolve és a szamtani és négyzetes kozepek kozotti Osszefiiggést felhasznalva:
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LEz azt jelenti, hogy tart az 1-hez, ha n tart a végtelenhez. A primszamtétel els6 bizonyitasat Hadamard és de la Vallée Poussin

adta 1896-ban.



2k? 2k?
Tehat — —k < (Z) , amibdl mar kovetkezik az allitas, hiszen a — —k — (Z) (k-ban) masodfoku polinom nagyobbik
n n

gySke éppen %(1 +vVin—3). 0

Olyan becslésekre is sziikségiink lesz, amikor a 4 hosszu kort nem tartalmazé grafrol tudjuk, hogy paros, és ismerjiik
a két fiiggetlen cstucsosztalyanak elemszamat:

3. allitas. Ha a G pdros egyszeri grif két fiiggetlen csicsosztilyanak mérete s, illetve t, és G nem tartalmaz
4 hosszu kort, akkor éleinek szdma legfeljebb

t4 (/12 + 4t (s? — 5)
5 :

Bizonyitas. Szamoljuk meg, hogy hany olyan cseresznye van a grafban, amelynek ,kozéps6” csicsa a t csticsot
tartalmazo cstcsosztalyba esik. A ¢ csiicsot tartalmazd csicsosztalyban a fokszamok legyenek rendre dy,ds, ..., d;,
d d . s . o .
ekkor a kérdéses cseresznyék szama < 21> 4+ < 2t> . Ugyanakkor ez legfeljebb <2> lehet, hiszen a masik csticsosztaly
béarmely két csicsat kivalasztva azoknak legfeljebb egy kozos szomszédja lehet, hiszen a graf nem tartalmaz 4 hosszi
kort. Az el6zo allitas bizonyitasdhoz hasonloan a szamtani és négyzetes kozepek kozotti osszefiiggéshbdl (az élek szamat
most is k-val jelolve) a kévetkezs becslés adodik:

ARCAN +dt>k_2_5
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amibd6l méar kovetkezik az allités. O

és igy

A konnyebb felhasznalas érdekében ennek a becslésnek megfogalmazzuk két kovetkezményét:

4. kovetkezmény. Ha a G pdros egyszerd graf két fiiggetlen csiucsosztdilydnak mérete s, illetve t, melyekre s < t
és G nem tartalmaz 4 hosszi kort, akkor éleinek szama legfeljebb

i)t + 52,

i7) 2V/ts, hat < s

Mindkét allitas egyszertien levezethetd az el6zé becslésbél. Amikor ¢ ,Jényegesen nagyobb”, mint s%, akkor i) ad
er6sebb becslést, amikor pedig ¢ ,lényegesen kisebb”, mint s, akkor 7).

Most mar készen allunk a kdvetkezd tétel bizonyitasara Sidon-sorozatok elemszamarol:

5. tétel. Ha A C {1,2,...,n} multiplikativ Sidon-sorozat, akkor |A| < m(n) + 11n>/4,

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A = {ai1,a2,...,ax} C {1,2,...,n} halmazon belil az ab = cd egyenletnek
nincsen paronként kiilonb6z6 szamokbol allé megoldésa. Minden a; szamot irjunk fel a; = u;v; alakban az 1. &llitasnak
megfelelGen, azaz gy, hogy wu,-re és v;-re minden 1 < < k esetén a kdvetkezs két lehetGség valamelyike teljesiiljon:

i) v < ug <n?3

ii) n?/3 < u; primszam.

Tekintsiik azt a G grafot, mely csticshalmaza {1,2,...,n} és élei (u;,v;) (ahol 1 < i < k). A-ban legfeljebb /n
darab négyzetszam lehet, igy a grafban legfeljebb /n hurokél keletkezhet. Mivel v/n a becslés n?/3-0s yhibatagjahoz”
képest elhanyagolhato, ezért feltehetjiik, hogy G-ben nincs hurokél. A G graf éleit osszuk K + 2 csoportba (K értékét
késébb valasztjuk meg): el6szor is, G legyen az a részgraf, amelyet a /n-nél nem nagyobb csticsok feszitenek, vagyis
a Go-ban szerepl6 (u;,v;) élek mindkét végpontja legfeljebb y/n. Ezutan, ha 1 < h < K, akkor G}, legyen az a graf,
amelyben szerepl6 élek egyik végpontja az (néJr% , n%+6}7LK} intervallumba esik. (Azokat a cstcsokat, amelyekbdl Gj,-
ban nem indul él, elhagyjuk a G}, gratbol.) Mivel G-ben csak olyan élek szerepelhetnek, ahol a két végpont szorzata

legfeljebb n, ezért ekkor a masik végpont biztosan az [1, néf%) intervallumba esik. Ez azt is jelenti, hogy G}, egy

olyan paros graf, amelynek két fliiggetlen csticsosztalyanak elemszama feliilr6l becsiilhetd n%+&—val, illetve n? = 5% -

val. Végiil, a G graftbol torolve a Go, Gy, ..., Gk grafok éleit (és azokat a cstucsokat, melyekbdl igy mar nem indul él)

csak olyan élek maradnak, amelyek egyik végpontja nagyobb, mint n?/3. Ez csak ugy lehetséges, ha a ii)-es feltétel

teljesiil rajuk, vagyis az n?/3-nal nagyobb végpont primszam. A masik végpont pedig kisebb, mint n'/3, hiszen a két

végpont szorzata legfeljebb n lehet. Vagyis a megmaradé élek egy olyan Gx 1 péros grafot alkotnak, amelynek két

fiiggetlen csticshalmaza az (nz/ 3 nl-be es6 primszamok, illetve az n/3-nal nem nagyobb pozitiv egészek halmaza.
Jelolje 0 < h < K + 1 esetén GGy, éleinek szaméat kj, most felsé becslést adunk a ky, értékekre.



Ha A multiplikativ Sidon-sorozat, akkor G nem tartalmazhat 4 hosszusagu kort, igy a Gj, grafok sem. A Gy graf
élszamat a 2. allitas segitségével a kovetkezd mddon becsiiljiik:

ko < ‘/TE(H \/4\/5—3) < n3/4,

Ha 1 < h < K, akkor a G}, paros graf élszamanak becsléséhez a 4. kovetkezmény ii)-es becslését hasznéaljuk:

F h—1 2—h
kn < it R nz Tk = 23/ in TR

1
Akkor fogjuk ezekbdl az egyenlStlenségekbdl a legjobb becslést kapni, ha K-t K = LE In nJ -nek valasztjuk. Most

1
az egyszerliség kedvéért szamoljunk Ggy, mintha K = T2 Inn teljesiilne, nem nehéz meggondolni, hogy az ebbdl ad6do

hiba elhanyagolhaté. Mivel NK =phn = e, ezért kp < on3/AnTem = on3/4. e2h ésigy

1 1 2¢?
ki + kg + - 4 ki < 2en?/ <1+—+—2+...) = 61n3/4§9n3/4,
€ €

e —

hiszen az 1, — mértani sorozat elsé K tagjanak Osszegét az Osszes tag Osszegével feliilrdl becsiiltiik.
e

5 6—2, ‘e
Veégiil, a Gk 41 paros graf élszamanak becsléséhez a 4. kovetkezmeény i)-es becslését hasznaljuk, hiszen most az egyik
fiiggetlen csicsosztaly ,sokkal nagyobb”, mint a masik. A nagyobb fiiggetlen csicsosztalyt az (nz/ 3, n}—be es6 primszé-

1/3

mok alkotjak, a szdmuk 7(n) — 7r(n2/3), a kisebbiknek pedig csak n'/*° eleme van, igy:

ki1 <m(n) — 7T(n2/3) +n?/3,
A kapott becsléseket Osszeadva G élszamara éppen a bizonyitandé felsé becslést kapjuk:

ko4 -+ krp1 <04+ 9034 4on(n) — 7r(n2/3) +n23 < w(n) + 11034, O

A primszamok kivélasztasaval az eddig kapott legjobb also becslésiink 7(n) < F'(n), azonban ezen szintén grafelmeé-

leti eszkozoket felhasznalva még lehet javitani. Mutatunk egy konstrukciot olyan Sidon-sorozatra, amelynek elemszama
3/4

m(n) + 5- Tegylik fel, hogy H egy olyan egyszert graf a /n-nél nem nagyobb primszamokbol 4ll6 csticshalma-

n
(In n)g/

zon, amely nem tartalmaz 4 hosszusaga kort. Az A halmaz elemei legyenek azok az uv szorzatok, amelyekre (u,v) éle
H-nak, tovabbé a /n-nél nagyobb primszamok. Most tegyiik fel, hogy ab = cd teljesiil valamely a, b, c¢,d € A elemekre.
Ekkor a, b, ¢, d mindegyike vagy +/n-nél nagyobb primszim, vagy két v/n-nél nem nagyobb primszam szorzata. Ha
példaul a prim, akkor a | cd miatt a = ¢ vagy a = d és igy {a,b} = {c,d} teljesiil, vagyis az egyenlet egy A-beli
nemtrividlis megoldasaban nem szerepelhet primszam. Ha a kanonikus alakja a = pq, akkor feltehets, hogy p | ¢,
mondjuk ¢ = pr. Ha r = ¢, akkor a = ¢ és ismét trivialis megoldast kapunk. Ha r # ¢, akkor r { a, és igy r | b, mondjuk
b =rs, és igy d = gs. Ekkor viszont pgsr egy 4 hosszt kor lenne H-ban, ami ellentmondés. Tehat a megadott A halmaz
valéban Sidon-sorozat, a mérete pedig m(n) — 7 (v/n ) +k(H), ahol k(H) a H graf éleinek szamat jeloli. Masrészt, meg
lehet mutatni, hogy a 2. allitasban szerepls felsé becslés konstans szorzotél eltekintve pontos, példaul igaz az, hogy

2 3

minden elég nagy n-re konstrualhaté 4 hossza kort nem tartalmazé n csicsu 3k éld graf. Mivel

w (V) ~

1 b)
§lnn

ezért a H graf élszama

k(H) g( v )3/2> LM
5 %lnn - (lnn)B/Q'
n3/4

(In n)3/2

képest is elhanyagolhato. Ezzel igazoltuk a kovetkezd tételt:

Ebbél kovetkezik, hogy létezik m(n) + méretd multiplikativ Sidon-sorozat, hiszen 7(v/n) a ,hibataghoz”

6. tétel. Léteznek olyan cq, co pozitiv konstansok, hogy minden elegendden nagy n-re

n3/4

W S F(’I’L) S 7T(TL) + CQTL3/4.
nn

w(n) + 1

(Példdul c1 =1, co = 11 megfeleld konstansok.)



Ezt a tételt ErdGs 1938-ban bizonyitotta. Az also és a fels§ becslésben nem csak a {6 tag egyezik, hanem a ,hiba-

tagok” is csak In-hatvany szorzoban térnek el, azaz a becslés nagyon pontos. Erdekesség, hogy Erdds 31 évvel késGbb
n3/4

a felsd becslést m(n) + co 5-re javitotta, igy a hibatagok mar csak konstans szorzoban térnek el.

(In n)3/

Koszonetnyilvanitas. A kutatas a TAMOP 4.2.4.A/1-11-1-2012-0001 Nemzeti Kivalosag Program cimi kiemelt
projekt keretében zajlott. A projekt az Europai Uni6é tamogatasaval, az Europai Szocialis Alap tarsfinanszirozaséval
valosul meg.



