Megoldasvazlatok a 2014/3. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazdan az aldbbi egyenletet:

202 — 120 +107  2?+8x+16
3 —Te—6  (z-3)(22+37z+2)

(11 pont)

Megoldas. A (z — 3) (x2 + 3z + 2) # 0, mert a tort nevezGjérsl van sz6. A méasodfoku tényezs zérushelyeit
is meghatarozva kapjuk: x # —2,—1,3. A két nevezdrol a beszorzas elvégzésével megéllapithatjuk, hogy egyenldk:
(z —3)(2* + 3z +2) = 2° — 7o — 6. Ezek szerint a feladat értelmezési tartoménya: z € R\ {—2; —1;3}.

Mivel a két tort nevezGje egyenld, ezért egyenlGség akkor és csak akkor allhat fenn, ha a szamlalok is egyenlék:

222 — 122 + 107 = 22 + 8x + 16,
x? — 20z +91 = 0.

A megoldoképlettel kapjuk: z1 =7, x5 = 13.
Ezek az egyenlet gyokei, mert mindketts benne van az értelmezési tartomanyban.

2. A lottdsorsoldas eldtt a sorsolé gombben elhelyeztek 90 golydt 1-t61 90-ig megszdmozva.

a) Mennyi a valdszinisége annak, hogy eqyszerre két golydt kihizva egy kobszdm két egész szomszédja lesz a kisorsolt
két szdm?

b) Mennyi a valdszindsége annak, hogy egyszerre ot golydt kihizva a hizott szdmok szdmjegyei mind pdrosak lesznek?
(12 pont)

Megoldas. a) 1-t6l 90-ig harom olyan kobszam talalhato, amelyeknek mindkét egész szomszédja szerepel a golyo-
kon: 8, 27, 64. Ezek alapjan tudjuk, hogy harom megfelels szampart htzhatunk: (7;9), (26;28), (63;65).
90
A 90 goly6 koziil kettot < 5 ) = 4005-féleképpen lehet kivalasztani.
A keresett valoszintiséget a kedvezd és az Osszes esetek hanyadosaként kapjuk:

3
= Jogg ~ 0:00075.

b) Az egyjegytiek kozott a 2, 4, 6, 8 szamok lesznek a megfelelek. A kétjegytek kozott a 20, 40, 60 és 80 szamok
megfelelnek a feltételeknek, és az utanuk kovetkezd négy-négy paros szam is. Vagyis Osszesen 24 olyan szam van 1-t6l
90-ig, amelynek a szadmjegyei parosak. Ha mind az 6t kihtizott szadm ezek koziil valo, akkor kedvezd esetet kapunk.

24 90
Ezek alapjan a kedvez§ esetek szama: <5) = 42 504. Az 6sszes esetek szama: <5> = 43 949 268. A keresett

valosziniiséget most is a kedvezs és az Osszes esetek hanyadosaként kapjuk:

42504
43949 268

3.a) Az z? — (4k — 2)z + y? — (2k + 4)y + ¢ = 0 kdregyenletben hatdrozzuk meg a k €s a ¢ paraméter értékét ugy,
hogy a kér érintse mindkét koordindtatengelyt.

b) Az x? — 10z + 14> — 10y + 25 = 0 egyenlettel megadott kirvonalra illeszkedik az ABC szabdlyos hdromszig minden
csticsa. Adjuk meg a hdromszdg hidnyzo csicsainak koordindtdit, ha A(5;10). (14 pont)

~ 0,00097.

Megoldas. a) A megadott egyenletet hozzuk (x — u)® + (y — v)* = r? alakra:

(x—2k+1)7 -2k -1 +(y—k—2° - (k+2)* +c=0,
(z—2k+1)°+@y—k—-27=02k—1)>+(k+2)°—c

A kor mindkét koordinatatengelyt akkor érinti, ha (1) u = v, (2) u = —v.
(1) Ebben az esetben: 2k — 1 = k + 2, azaz k = 3. A kor egyenlete igy alakul:

(z—52+@y-57=02-3-1°+B+2%-c=50—rc

Mivel a kor kézéppontjanak koordinatai (5;5), igy a kor sugara is 5, vagyis 50 — ¢ = 25, azaz ¢ = 25.
(2) Ebben az esetben: 2k — 1 = —k — 2, azaz k = —3 A kor egyenlete ekkor igy alakul:

e S L, 8 B 25 50
3 Y73) T T T 9 ¢



25 25

55 5
Mivel a kor kozéppontjanak koordinatai <——' —>, igy a kor sugara —, vagyis — —c= —, azaz c = 9

373 3 9 9
A k és ¢ paraméterekre a fenti két értékpart kaptuk.
b) A kor egyenletét (z —5)° + (y — 5)° = 25 alakra tudjuk hozni. Ennek ismeretében a kor kozéppontja: K (5;5),
a sugara: r = b.
Az r = 5 sugart kérbe m = 7,5 magassagu szabdlyos haromszog irhat6. A szabalyos haromszog a oldala és

3
m magassaga kozotti kapcsolat: m = %a. Vagyis ebben az esetben:

2.75 15
o201 o
YERERVE
Az is megallapithato, hogy a megadott A(5;10) pont a kor y tengellyel parhuzamos atmérGjének fels végpontja
lesz. A szabalyos haromszog tovabbi csicsai:

3(5—3;10—m), C(5+g;10—m>.

Az a és az m értékeit behelyettesitve:

5V3 5 5vV3 5
B<5_T’§>’ O<5+T’§)'

4. a) Hdny olyan négyjegyt szam van, amely oszthaté 9-cel és 3-ra végzddik?

b) Egy szdmtani sorozat elsd 33 pdratlan sorszami elemének dsszege A, az elsd 32 pdros sorszami elemének dssze-
ge B, az elsd 32 pdratlan sorszdmi elemének dsszege pedig C. Tudjuk, hogy A — B = 323 és B — C' = 320. Mennyi
a sorozat 50. eleme? (14 pont)

Megoldas. a) A 3-ra végz8ds négyjegyt szam akkor oszthatéd 9-cel, ha a 3 el6tt levs haromjegyi szam 9-cel osztva
6 maradékot ad. Vagyis a 105, 114, ..., 996 szamokra kell gondolnunk. Ezek szama 100. Ezek lesznek azok a szamok,
amelyekhez egy 3-as szamjegyet irva megfelel6 szamot kapunk.

Vagyis 100 darab olyan négyjegyd szadm van, amely oszthat6 9-cel és 3-ra végzodik.

b) Legyen a feladatban szerepld szamtani sorozat els6 eleme a, a differenciaja d.

Az els6 33 pératlan sorszamu elemének Gsszegét ugy vehetjiik, mint egy a elsd elemd és 2d differenciaju szamtani
sorozat els6 33 tagjanak Osszegét:

2+ (33—1)-2d
2

Az els6 32 paros sorszamu elemének Osszegét ugy vehetjik, mint egy a + d els6 elemi és 2d differenciaju szamtani
sorozat els6 32 tagjanak Osszegét:

A=33- = 33a + 1056d.

2a+d)+(32—1) 2d
2

Az els6 32 péaratlan sorszami elemének Osszegét ugy vehetjiik, mint egy a els6 elemd és 2d differencidji szamtani
sorozat els6 32 tagjanak Osszegét:

B =32 = 32a + 1024d.

20+ (32—1)-2d

C =32
2

= 32a + 992d.

A sz6veg szerint:
A — B =(33a+ 1056d) — (32a + 1024d) = a + 32d = 323,
és
B — C = (32a + 1024d) — (32a + 992d) = 32d = 320.
Vagyis d = 10, a = 3.
A sorozat 50. eleme az a +49d = 3 + 49 - 10 = 493.

II. rész

5. a) Két szabdlyos dobdkockdval dobunk, a pirossal dobott érték legyen a, a fehérrel dobott pedig legyen b. Mekkora
a valdszintsége annak, hogy két egész gyoke lesz az ax® + bz = 0 egyenletnek?

b) Hdarom szabdlyos dobdkockdval dobunk, a pirossal dobott érték legyen a, a fehérrel dobott legyen b, a zélddel dobott
pedig legyen c. Mekkora a valdszinidsége annak, hogy két azonos, egész gyoke lesz az ax® — bx + ¢ = 0 egyenletnek?

¢) Hdrom szabdlyos dobdkockdval dobunk, a pirossal dobott érték legyen a, a fehérrel dobott legyen b, a zélddel dobott
pedig legyen c. Mekkora a valdszinidsége annak, hogy hdrom kilonbz6, pozitiv egész gyike lesz az x° —6x2+(a+b)x—c =
0 egyenletnek? (16 pont)



Megoldas. a) A hidnyos masodfoku egyenlet z(ax +b) = 0 alakban is irhat6. Ennek az egyenletnek az egyik gyoke

az 1 = 0, a masik gyoke az zo = ——. Vagyis csak azok a dobasok johetnek szoba, amikor a piros kockaval dobott

szam osztdja a fehér kockival dobott szamnak. A megfelel§ parok a kovetkezok:

A tablazat alapjan lathato, hogy a kedvezs esetek szdma: 14. A két kiilonbozd szind kockaval dobhaté Gsszes esetek
szdma: 6 - 6 = 36.

14 7
A keresett valoszintség: P =

36 18
b) Sziikséges feltétel, hogy a diszkriminans nulla legyen: b? — 4dac = 0, azaz b* = 4ac.

Mivel a 4ac péros, ezért a b-nek is parosnak kell lenni. Vizsgaljuk ezt a harom esetet.

I. Ha b = 2, akkor ac = 1. Ekkor a = 1, ¢ = 1 adodik. Az 2® — 2z + 1 = 0 egyenletnek két azonos egész gydke van,
igy ez egy jo szamharmas.

II. Ha b = 4, akkor ac = 4. Ekkor a-ra és c-re harom par adodik:

i)a=1c=4. Az 22 — 42 4+ 4 = 0 egyenletnek két azonos egész gySke van, igy ez egy j6 szamharmas.

it)a=2,¢c=2. Az 222 — 4z + 2 = 0 egyenletnek két azonos egész gyoke van, igy ez is egy jo szamharmas.

iii) a =4, c = 1. Az 42* — 4z + 1 = 0 egyenletnek nem egészek a gydkei, igy ez nem j6 szamharmas.

III. Ha b = 6, akkor ac = 9. Ekkor a-ra és c-re harom par adodik:

i) a =1, ¢ = 9. Ebbdl nem kapunk megoldést, mivel ¢ = 9-et nem dobhatunk.

ii) a =3, ¢ = 3. Az 3% — 62 + 3 = 0 egyenletnek két azonos egész gyoke van, igy ez egy jo szamharmas.

mz) a=09,c=1. Az 92% — 62 + 1 = 0 egyenletnek nem egészek a gyokei, igy ez nem jo szamharmas.

Osszesen 4 megfelels szamharmas van. Az Gsszes esetek szama, a harom kiilénboz6 kockaval dobva: 6° = 216.

A keresett valosziniiség: P = 316~ 51

¢) Ha van az 2® — 62° 4 (a + b)z — ¢ = 0 egyenletnek pozitiv egész gydke, akkor az csak a ¢ pozitiv osztoja lehet.
Mivel c lehetséges értékei: 1, 2, 3, 4, 5, 6, igy csak a ¢ = 4 és a ¢ = 6 a lehetséges értékek, hiszen ezekben az esetekben
van harom kiilénboz6 pozitiv oszté. Ha ¢ = 4, a 4 oszt6i nem lehetnek a harmadfokt egyenlet gyokei, tehat csak a
¢ = 6 a megfeleld.

A keresett harmadfokt egyenlet gyoktényezds alakja: (z — 1)(z — 2)(z — 3) = 0. Elvégezve a beszorzasokat: z° —
62 + 11z — 6 = 0.

Mivel a +b = 11, igy a = 5, b = 6 vagy a = 6, b = 5. Azaz a kedvezs esetek szama 2. Az Osszes esetek szama,
a harom kiilénb6z6 kockaval dobva2: 63 = 1216.

A keresett valosziniiség: P = 316 = 103"

6. Adott hdarom fiiggvény a hozzdrendelési szabdlydval a [0; 2] intervallumon:

f(x) = 2* — 322 +3,
g(x) =2[z — 1| + 1,

h(z) = 2sinx.
Tekintsiik azokat a sitkidomokat, amelyeket az y tengely, az x tengely, az x = 2 egyenletd egyenes, valamint az adott
fiigguény grafikonja hatdrol. Hatdrozzuk meg a hdrom sikidom teriletét. (16 pont)
Megoldas. Az
3\ 3
— 3724+ 3= _2 2
z? x” + (:1: 2) + 1

atalakitas mutatja, hogy az f fiiggvény mindeniitt pozitiv értékeket vesz fel, vagyis a grafikonja az = tengely folott
taldlhat6. A kérdéses sikidom teriiletét a kovetkezs hatarozott integrallal szamolhatjuk ki:

2
2 I 22
(a* =32 +3)dr = |— -2 +32| == -23+3.2=".
5 o b 5
0

A g(z) = 2| — 1] 4+ 1 fiiggvény képét az |z| transzformalasaval megkaphatjuk. A kapott sikidomot a fiiggsleges
szimmetriatengelye két egybevago trapézra vagja.



A kérdéses sikidom teriiletét a két egybevagd trapéz teriilete adja:

‘/2:2.%:4_

A Kkijeldlt intervallumon a h fliiggvény nem vesz fel negativ értékeket. A kérdéses sikidom teriiletét a kvetkezd hatarozott
integrallal hatarozhatjuk meg:

2
V3 = /2sinxdx = [—2008:10](2) = —2co0s2+ 2cos0 =~ 2,83.
0

7. Egy a élhosszusdgu kocka minden csicsdndl levigunk a kockdbdl egy olyan hdaromoldald gildt (tetraédert), amely-

nek mindhdrom oldaléle a kockaélek egy b hosszisdgu darabja lesz (2b < a). A megmaradt test térfogata Ea?’.

a) Hdnyadrésze a b hosszisdgi szakasz az a élnek?
b) Adjuk meg a maradék test felszinét a-val, ha a b harmada az a élnek. (16 pont)

Megoldas. a) Egy levagott tetraéder alaplapja egy b befogoju egyenls szara derékszogl haromszog, igy teriilete:
2

T= 5 Mivel a tetraéder magasséiga is b, igy a térfogata:

7o %ob b

V=—-= .
3 3 6
Az a® térfogatt kockabol 8 db egybevago tetraédert vagunk le, ezért a maradék test térfogata:
b3 4b3
3 3
—8. — =ag3 - .
¢ 6 " 3
A feladat szovege szerint:
s_ 40 47, 1, 45 B 10 b1
3 487 48 37 a> 64’ a 4

Vagyis a b az a élnek a negyede.

b) Ebben az esetben a b harmada az a élnek: b = g. A vagés sordn a kocka minden lapjabol levagunk négy darab

b befogoja, azaz g befogoju egyenld szart derékszogi haromszoget. Emiatt a kocka 6a? felszine 24 ilyen haromszog
T teriiletével csokken:
2
(& 4a?
24 - T; =24-3—):—.
! 2 3
A vagasokkal viszont 1j feliiletek keletkeznek. Nyolc szabalyos haromszoget kapunk a sarkoknal. A szabéalyos harom-
a a
szogek oldala azonos lesz az 3 befogéju egyenls szarda derékszogd haromszogek atfogojaval: 3 V2. Alkalmazva, hogy

2?3

az x oldalhosszisagu szabalyos haromszog teriilete

4
2
(a_\a/i) V3 a?-4/3
8Ty =8 - 1 = 5

Az eddig kapott részeredményekkel felirhatd a maradék test felszine:

4a2 2.4 402 — 1242 + 4 o2
A:6a2—24T1—|—8T2:6a2_i_|_a \/5250' 0:"’\/5(1,

3 9 9
42443
==

a? ~ 5,44a>.



8. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a valds szamok halmazan:

\/(17—12\/§)w+\/(17+12\/§)w: ?. (16 pont)

Megoldas. Mivel (3 — 2\/5)2 =17 — 122 és (3 + 2\/5)2 =17+ 12V/2, ezért az egyenletet a kovetkezd alakban
is frhatjuk:

VB-2v2)" +/(3+2v2)* = ?

(3—2v2)"+ (3+2v2)" = ?

Mivel (3— 2\/5) (3—}—2\/5) = 1, ezért az egyenlet bal oldalan szerepld két tag egymas reciproka. Legyen (3—}—2\/5)1 =a,
ekkor

(3-2v2)" = 2

10
Az —4+a= 3 egyenletet kell megoldanunk, amit 3a-val szorozva és rendezve kapjuk, hogy:
a

3a®> —10a+3 = 0.

1
Ennek a masodfoku egyenletnek a gyokei: a; = 3, as = 3"
A (3 + 2\/5)96 = 3 egyenletbdl kapjuk, hogy = = logs ,, 53 ~ 0,623.

z 1 1
A (3 + 2\/5) =3 egyenletbdl kapjuk, hogy = =logz,, s 3= —0,623.

Mindkét szam gyoke az eredeti egyenletnek.

9. Egy feddlap nélkili, négyzet alapd ldada felilete 5 m?. Mekkora lehet a mazimdlis térfogata a liddnak? Adjuk meg
ennek a mazimdlis térfogatd lddinak a méreteit is (a hatdrolo lapok vastagsdgdt vegyiik nullinak). (16 pont)

Megoldas. Legyen a lada alaplapjanak éle a, a magassaga m hosszusagu. Ezekkel az élhosszakkal a lada felszine:
A = a® +4am = 5, a lada terfogata: V = a®m.
Az els6 sszefiiggésbdl kifejezhetjiik m-et:
5—a?
4a

m =

a a

Ezt visszahelyettesitjiik a térfogatképletbe. A lada térfogata lathatéan a fiiggvényében megadhato:

5—a? 5 1
— 2. = — — a8
V(a) =a m 297 1%

A V(a) figgvény maximumbhelyét és maximumeértékét keressiik. Derivaljuk a fiiggvényt:

) )
A derivalt zérushelyei: a1 = —\/; , Qg = \/; . A negativ gyok a feladatban nem johet szoba (az a tavolsagot jelol), igy

5
csak az a = 3 lehet.

Tudjuk, hogy egy fiiggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja nulla. Meg kell vizsgalnunk, hogy a kapott
helyen van-e szélséértéke a V (a) fiiggvénynek, és hogy az maximum-e. A részleteket a kovetkezs tablazatban lathatjuk:

a O0<a< \/E a= § \/E <a
3 V3 3

V'(a) + 0 -

V(a) Ve maximum N




5
Vagyis az a = \/; ~ 1,29 valéban maximumbhelye a fiiggvénynek. Ennek ismeretében az m is meghatarozhato:

2
O N T
> 4@“ - ) 5 23 ~ 0,65.
5 5
RV
Vagyis a lada also lapja (szdzadpontossaggal) egy 1,29 m oldalhosszusagu négyzet, a magassaga pedig ennek az

oldalhosszusagnak a fele, kb. 0,65 m.
Ezek ismeretében a maximalis térfogatot is meg tudjuk adni:

m =

V =a?m =1,292-0,65 ~ 1,08 (m’).



