Megoldasvazlatok a 2013/9. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Egy televizids tehetségkutato misorban négy mentor énekesei versenyeznek. A nézok telefonos szavazatai alapjin
alakul ki a sorrend. A misorvezetd az izgalom fokozdsa miatt minden mentornak ad egy kis informdcidt a szavazds
dlldsarol. Sorban ezek az dllitasok hangzottak el:

A hdrom versenyzdd kozil pontosan kettd nincs az utolsé hdrom hely egyikén.

A két versenyzdd kézil pontosan egy dll az utolsé hdarom hely egyikén.

A két versenyzdd kézil legaldbb egy az utolsé hdarom hely egyikén dll.

A két versenyzdd kézil legaldbb egy biztosan nincs az utolsé hdrom hely egyikén.

a) A négy mentor kézil gondolhatja-e ekkor valamelyik azt, hogy a versenyzdi kézil semelyik sincs az utolsé hdrom
hely egyikén?

b) Hanyféle sorrend képzelhetd el az elhangzott mondatok alapjan? (11 pont)

Megoldas. a) Az elhangzottak alapjan az els6 mentornak pontosan egy versenyzGje az utols6 harom hely vala-
melyikén all. Hasonl6an a méasodik mentornak is pontosan egy versenyzGje all az utols6 harom hely valamelyikén.
A harmadik mentor egy vagy kettd versenyz@je lehet ezeken a helyeken, de az eddigiek alapjan tudhat6, hogy mér
csak egy ilyen versenyzé lehet. Mindezeket figyelembe véve a negyedik mentor két versenyzdje koziil ,a legalabb egy
biztosan nincs az utols6 harom hely egyikén” agy valésulhat meg, hogy egyik sincs az utolsé harom hely egyikén.

Vagyis a negyedik mentor nyugodt lehet, mert az utols6 harom hely egyikén sincs versenyzdje.

b) Legyen az els6 mentor harom versenyzdje: Ay, Aa, Az, a masodik mentoré: By, Ba, a harmadik mentoré: Cy, Ca,
a negyedik mentoré pedig: D1, Dsy. Ezt a kilenc versenyzét kell a megfelels informéaciok alapjan az Osszes lehetséges
mo6don sorba rendezve elképzelniink.

Tudjuk, hogy az els6, masodik és harmadik mentor egy-egy versenyzGje az utols6 hérom hely valamelyikén all
(példaul az Ay, By, C; versenyzok). A tovabbi hat versenyzg ezeket 6!-féle sorrendben el6zheti meg. A harom versenyzs
pedig 3!-féle sorrendben allhat az utolsé harom helyen. Ez 6! - 3! = 4320 eset. A harom gyengén szerepl kivalasztasara
is tobb lehetéségiink van. Osszesen 3 - 2 - 2 = 12-féleképpen képzelhetd az utolsé harom helyen végzettek kivalasztasa.
Vagyis az Osszes elképzelhetd sorrendek szdma: 12 - 4320 = 51 840.

2. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet:

1g(2—x)-\/6—x—x2-sin(:1c—z) =0. (12 pont)

6

Megoldas. A logaritmus miatt: 2 — 2 > 0. Ezek szerint: x € ]—00;2[. A négyzetgyok miatt: 6 — x — 2 >0, azaz
(2 = z)(z + 3) > 0. Ezek szerint: z € [—3;2]. Vagyis a feladat értelmezési tartoménya: = € [—3;2].

A héarom tényezd zérushelyeit kiilon-kiilon megvizsgéaljuk.

Az els6 tényezd zérushelye az 1, és ez benne van a feladat értelmezési tartoméanyaban.

A masodik tényez6 zérushelyei a —3 és a 2. Ebbdl csak a —3 van benne a feladat értelmezési tartoméanyaban.

A harmadik tényez§ zérushelyei a %+k7r, ahol k egész szam. A feladat értelmezési tartomanya miatt csak a k = —1

és a k = 0 ad megfelels értéket.
Ezek alapjan a feladat megoldasai:

3. Enikd poldjan egy olyan sziv alaku forma ldathatd, amelyet egy 24 cm oldali négyzetbe lehet rajzolni az abran
lathato modon.
Mekkora az igy kapott sziv keriilete, terilete? (14 pont)




Megoldas. Az abra fiiggslegesen szimmetrikus, ezért elég a felével foglalkoznunk.

A korok sugara a nagy négyzet oldalanak negyedével egyenls hosszi, azaz 6 cm. Adott korhoz kiilsé pontbol két azo-
nos hosszusagu érintészakasz huzhato, ezért CA = CB. A C A pedig a nagy négyzet oldalanak haromnegyedével egyen-
16. Vagyis CA =
= CB = 18 cm. Ezek alapjan a CAOB derékszogi deltoid teriilete:

Ty = 6-18 = 108 (cm”).

18
Az OBC derékszogi haromszogben az O-nal 1év6 o hegyesszogre: tg o = i 3, vagyis 2a =~ 143,13°.

Lo,
N

C

A 360° — 143,13° = 216,87°-08 AB korivhez tartozé korcikk teriilete:

216,87°
360°

T, =67 ~ 68,13 (cm®).

A sziv alaku forma teriilete:
2Ty + T») = 2(108 + 68,13) = 352,26 (cm”).

A 360° — 143,13° = 216,87°-0s AB koriv hossza:

216,87°

1=2.6-
73600

~2 22,71 (cm).
A sziv alaka forma keriilete:
K =2(I + BC) =2(22,71 + 18) = 81,42 (cm).

4. Kivdlasztottunk nyolc olyan vdrost, amelyek kozil barmelyik kettd kozott kozvetlen repiilégép dsszekdttetés van.
Egy téli napon a rendkivili iddjdardsi viszonyok miatt az dsszes ilyen itvonalbol kilencen sziineteltetik o kézleke-
dést. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy négy véletlenszerien vdlasztott utvonalbdl pontosan kettdn van kizlekedés?

(14 pont)
Megoldas. Mivel barmelyik ketts kozott kozvetlen repiil6gép Osszekottetés van, ezért a nyolc varos kézott Ossze-

8 N
sen | , |, azaz 28 utvonal van. Osszeszamoljuk az Osszes lehetGségek szdmét. A 28 utvonal kozil négyet valasztunk

véletlenszerten. Ezt 4 -féleképpen tehetjiik meg. Most a vizsgalt esemény szempontjabol a kedvezs eseteket szé-
moljuk Gssze. A két utvonalat, amelyen nincs kozlekedés kilencbdl valaszthatjuk, a két utvonalat, amelyen pedig van

9\ /19
kozlekedés, 19-b6l valaszthatjuk. Vagyis ezek szdma Osszesen: ( 2) ( 9 )

A keresett valosziniiséget a kedvezd esetek szaménak és az Osszes esetek szaméanak hanyadosa adja:

O
PE ey m0

II. rész

5. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kivetkezd egyenletet:

12-2lgx 4

5 —5+lgx ~ 1+lgx
(%) ¢ ' —10,24. (16 pont)



Megoldas. Csak pozitiv szdmnak van logaritmusa, ezért x > 0, tovibba a nevez6k nem lehetnek 0-val egyenldk,
ezért x # 10°, valamint = # 107", Vagyis a feladat értelmezési tartomanya: R™ \ {107';10°}.
Mivel
ooy 1024256 _ 4t (VBN
’ _100_25_\/54_<4) ’
azért az eredeti egyenletiink igy irhato:

12—2lgx

By )

4

4

Az exponenciélis fiiggvény kolesonos egyértelmisége alapjan kapjuk, hogy:
12 —-2lgx _ 4 _
—5+1lgz  1+lgx
(12 -2lgz)(1+1gz) —4(-5+1gx) = —4(=5+1gx)(1 +1gx),
lg?z —5lgx+6 =0.

9

Ez 1g z-re masodfoki, az egyenlet két megoldasa: 1gz; = 2, lgze = 3. Vagyis: 1 = 100, z2 = 1000.
Ezek benne vannak az értelmezési tartomanyban, valdoban megoldéasai az egyenletnek.

6. Az ABCDEFGH kockdt kettévigtuk az A csicsra, a BE €l P felezépontjira és az ADHE oldallap Q kézép-
pontjara illeszkedd sikkal.

a) Mekkora a vdgdsfelilet terilete a kocka élével kifejezve?

b) Hogyan ardnylik egymdshoz a kocka két részének térfogata? (16 pont)

Megoldas. a) A vagas sikjaban 1évé AQ egyenesre illeszkedik a H pont, ezért H is rajta van a vagasfeliileten.
Az ADHE és BCGF parhuzamos lapjai a kockanak, ezért a vagasi sikkal alkotott metszésvonaluk parhuzamos egy-
maéssal. Az egyik metszésvonal az AH egyenes, a vele parhuzamos P ponton athaladé metszésvonal az FG élt az R
felezGpontban metszi. Vagyis az APRH sikidom (ami egy hurtrapéz) a vagasfeliilet, ennek a teriiletét kell meghaté-
roznunk.

2
Az AH = aV/2, mert az a oldali négyzet atl6jarol van szo6. A PR = ai, mert ez a szakasz az a oldali négyzet

atlojanak felével egyenls hossztusagi. A HR = AP szarak hosszat meghatarozhatjuk a HGR derékszogl haromszogben
Pitagorasz-tétel segitségével:
a)2 _ V5

HR = a2+(2 Vo

a5
A vagés sikjaban 1év6 RT H derékszogl haromszogben

_AH—-PR 2

A vagéasfeliilet teriilete:

(a\/§+a§)~a¥ 9 ,

= = —a”.

2 8



b) Az egyik rész egy AEH (egyenld szara, derékszogi haromszog) alaplapu és PF R fed6lapu csonkagula. Alaplap-

janak teriilete: T' = % = %, fedGlapjanak teriilete:

A két sik tavolsaga a, ez adja a csonkagtla m magassagat.
Most mar alkalmazhatjuk a csonkagula térfogatképletét:

m a(a® a? a? a® a Ta? 7
Vie T vTi+t)=2( L 8. 8 ) 22 s,
=5 (T VTE+) 3(2“L 2 8+8> 3778 2"
A miésik rész térfogata:
7 17
Vo—a®— 3= 20,8
2T Tyt Ty
Tehat a két rész aranya:
Vi _ogi@ T
)%} %ag’ 17

7. Az abréan Ibolya egyik filbevaldjdinak vazlatrajza lathato. A kérlemez kézéppontjan dthalado kériv sugara kétsze-
rese az eredeti korlemez sugardnak. A filbevalo hany szdzaléka sététebb drnyalati? (16 pont)

-

Megoldas. Nem megy az altalanossag rovasara, ha a fiilbevalé sugarat 1-nek, a benne 1évé koriv sugarat pedig
2-nek vessziik. Helyezziik az abrat koordinatarendszerbe olyan médon, hogy a kor O kozéppontja az origd, a koriv
kozéppontja a K(2;0) koordinataja pont legyen. Ekkor a két kor egyenlete:

$2+y2:1, (,’E—2)2+y2:4

f
R

Meg szeretnénk hatdrozni a két kor metszéspontjainak koordinatait, ezért megoldjuk az egyenletrendszert. A mésodik
egyenletben a négyzetre emelés elvégzése utan az x2 4+ y? helyére 1-et irhatunk:

1
—Adr+4+1=4, T=

Ezt visszahelyettesitve példaul az els6 egyenletbe, kapjuk a két metszéspont koordinatait:
1 v15 vV
Ploi— ), @ 1; _Y)
4’ 4 4 4
A fiilbeval6 sotétebb részét a PQ szakasz két korszeletre vagja. Ezeknek megadjuk kiilon-kiilon a teriiletét. Alkal-

1
mazzuk a korszelet teriiletképletét: T = B [ri — h(r — m)}, ahol r a koriv sugara, ¢ a koriv hossza, h a hatarolé hir

hossza, m pedig a korszelet magassaga.
Az 1 sugaru korszelet teriiletéhez mar a kovetkezs adatok a rendelkezésiinkre &llnak:

15 15 3
’1”1:17 h1:PQ22§:g, Z

my =



Meg kell még adnunk a megfelels PQ koriv hosszat. Ehhez a POQ nagysagat kell ismerniink. A POC' derékszogi
haromszogben (ahol a PQ és a vizszintes tengely metszéspontja a C' pont) az O-nal 1év6 (8 szogre:

Vi
tg S = —— = V15,
1

ahonnan POQ = 2 ~ 151,04°. Vagyis

i 151,04°
2’_;: rooos azaz i1~ 2,636,

Behelyettesitiink a teriiletképletbe:
1 V15 3
==11- ——(1—=-]| = 1,076.
Ty 5 ll 2,636 5 (1 4)] ,

A 2 sugaru korszelet teriiletéhez pedig a kovetkezs adatok allnak a rendelkezésiinkre:

Most is meg kell adnunk a megfelels PQ koriv hosszat. Ehhez a PKQ nagysagat kell ismerniink. A PKC' derékszogi
haromszodgben a K-nal 1évé o szogre:

_V415 /15
tga = —— = —,
Z 7
ahonnan PKQ = 2« = 57,91°. Vagyis
ig 57,91° .
= = ~ 2,021.
i 360° azaz 1 0

Megint behelyettesitiink a teriiletképletbe:

1
Ty = =
D) 4

22,021 — g (2 - 1)] ~ 0,327.

A sotétebb szinnel szinezett rész teriilete Ty + To = 1,076 + 0,327 = 1,403, a fiilbevalo teriilete pedig 7.
Vagyis a fiilbevalo kb. 44,7%-a sotétebb arnyalatu.

8. Egy harmadfoki fiigguényrél tudjuk, hogy f(2) = f(4) = 4, a harmadfoki tag egyiitthatdja 1, tovibbd

6
/f(:t) dx = 16.

Irjuk fel a figguénygorbe érintdjének egyenletét a gorbe 5 abszcisszdji pontjdaban. (16 pont)
Megoldas. A harmadfoku fiiggvény hozzarendelési szabélya: f(z) = 2 + ba? + cx + d. Tudjuk, hogy:
f(2)=8+4b+2c+d=4, f(4)=64+16b+4c+d=4.
Tovabba:

4 3

4 3 2 24 23 22
<6—+b-6—+c-6—+d~6>— <—+b-——|—c-7—|—d-2> =

) : xt x3 z? 0
/f(:z:)da::/(3:3—|—b:1:2+033—|—d)dx: [—+b~——|—c~7—|—d-x} =
2
2 2

4 3 2 4 3

8
= (324 + 720+ 18¢ + 6d) — <4+§b+2c+2d) =

2
= $b+160+4d+320: 16.

A kapott harom egyenlet rendezése utan a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

4b+2c+d = —A,
16b + 4c + d = —60,
208D + 48¢ + 12d = —912.



Az egyenletrendszer megoldasa: b = —12, ¢ = 44, d = —44, azaz a harmadfoka fiiggvény hozzarendelési szabalya:
f(z) =23 — 1222 + 44 — 44.

Meghatarozzuk a keresett érinté meredeksegét. Mivel f'(z) = 322 — 24z + 44, igy f/(5) =3-52 —24-5+44 = —1.
Az érint6 meredeksége: m = —1.

Mivel f(5) = 5% — 12-5% 444 -5 — 44 = 1, ezért az érintési pont koordinatai: E(5;1).

Az E(5;1) pontra illeszkedd, m = —1 meredekségi érint6 egyenlete: = + y = 6.

9. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet:

(22 = 2013%)° — 1 = 8052 . (16 pont)

Megoldas. Végezziik el a négyzetre emelést és adjunk mindkét oldalhoz 1-et:
z* —2-2013% - 2% + 2013* = 8052z + 1.

Adjunk mindkét oldalhoz 4 - 2013? - z%-et, ekkor a bal oldalon tovabbra is teljes négyzet lesz, és a jobb oldalon is
kialakul egy teljes négyzet:

(2 +2013%)° = 42013 - 22 + 8052z + 1,
(2 +2013%)° = (2- 2013z + 1)°
Rendezziik nullara az egyenletet, és bontsuk szorzatta az a® — b* = (a — b)(a + b) azonossag segitségével:

(22 +2013%)° — (220132 + 1)* = 0,
(z* +2013% — 22013z — 1) (2* + 2013 + 2 - 2013z + 1) = 0.

Mindkét tényezst tovabb alakithatjuk:
[(z —2013)° — 1] - [(z +2013)* + 1] = 0.
Az els6 tényez6t tovabb bonthatjuk szorzatta:

(x —2013 — 1) - (x — 2013 + 1) - [(z +2013)* + 1] =0,
(z —2014) - (z — 2012) - [(z +2013)* + 1] = 0.

A harmadik tényez6 minden z esetén pozitiv. Az els6 két tényez6bdl kapunk megoldast: z; = 2014, zo = 2012. Mivel
atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért ezek az eredeti egyenletnek is a megoldasai.



