Megoldasvazlatok a 2011/4. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz
I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenletet:

222 — 1961z + 4000 B 2 + 51z — 20
x2 — 20112z +2010 (2 —2010)(z — 1)

=0. (11 pont)

Megoldas. A két nevez6 egyenls. A feladat értelmezési tartomanya: « € R\{1;2010}. A szamlalok kiilonbségének
nullat kell adnia:
(22® — 1961z + 4000) — (2 + 51z — 20) = 0.

A kovetkezé masodfoku egyenletet kapjuk: 2 — 2012z + 4020 = 0. A gyokok: z1 = 2, 2 = 2010. A feladat megoldasa
az x1 = 2, mert csak ez van benne az értelmezési tartomanyban.

2. Nagymama konyhdjdt az abran ldthaté négyzet alaki jdrélapokkal burkoltdk. A lap belsejében a mintdt alkoto
szakaszok mindegyike 5,8 cm hosszi. A nyolc egybevdgd rombuszbol négy fehér, négy piros, a lap t6bbi része sziirke.

a) Adjuk meg egy jdardlap méretét milliméterre kerekitve. b) A jardlap teriletének hdny szdzaléka piros, és hdny
szdzaléka sziirke? c) Egy jdrolapot a kézéppontjdin dt, két fehér rombusz dtldja mentén kettévigunk. Milyen hosszi a
vagds?

(13 pont)

A négyzet alaka jardlap oldala: a = 2z + V2 = :10(2 + \/5), ahol z = 5,8 cm. Vagyis milliméterre kerekitve:
a~ 19,8 cm.

b) A jarolap teriilete: T = 5,8%. (2 + \/5)2 ~ 392,14 (cmz). A sziirke rész hat darab 5,8 cm oldalhosszusagi négyzet
teriiletével egyenls:

tssiirke = 6+ 5,87 = 201,84 (cm®).

A maradék fele piros:
392,14 — 201,84

tpiros = —2 = 95,15 (sz).
Szazalékokat kell meghataroznunk:
201,84 - 100 . 95,15 - 100
W ~ 51,47, illetve W ~ 24,26

Vagyis a sziirke rész kb. 51,47%, a piros rész pedig kb. 24,26%.
¢) Az ABC derékszogt haromszog AB atmérdjének hosszat kell meghataroznunk. Tudjuk, hogy BC' = 5,8 - V2,
AC =58 (2 + \/5) Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

AB = \/(5,8-\/5)2 +582- (2+v2)  ~ 214,
Vagyis a vagas hossza kb. 21,4 cm.

3. Hatdrozzuk meg azt a pozitiv egész x értéket, amelyre a kévetkezd dsszeqg egészekre kerekitve 2540 lesz.

1 2 3 99
1 /s ) +1 2~\ﬁ 1 3-\/j o+ ERY S 1
0g, <5 \/Q) + log,, (5 3> + log,, <5 1 +...+log, | 5 100 (13 pont)



Megoldas. Hasznéljuk a szorzat logaritmuséara vonatkozé azonossagot:

1 2 3 99
log,, 5+ log,, \/; +log, 52 + log, \/; +log, 5° + log, \/; +...+log, 5% +log, 100"

Csoportositsuk a tagokat:

1 2 99
(log, 5+ log, 5% + ... + log, 57) + <1°gm\[§+10gz\/;+---+10gm\/ﬁ)'

Az els6 zarojeles kifejezést tovabb alakitjuk a hatvany logaritmuséra vonatkozé azonosséag felhasznalésaval:

log, 5+ 1log, 5%+ ... +log, 5% =1-log,5+2-log,5+...+99 log, 5 =
99-(99+1)
2

Most a masodik zarojelben 1év6 6sszeget hozzuk egyszertibb alakra:

lo \/I—i-lo \/g—i— +lo ﬁ—lo \/I\/g N
o\l g T % \[3 T T8\ 70 T B2 \ V23 V100 ) T

=(1+2+3+...+99)log, 5= -log, 5 = 4950 - log,, 5.

. 1 2 9 _ L
T8\ 53 100 T V100 T 100
Vagyis:
g5 1 4950-1g5—1
4950 - log, 5 + log, 0,1 = 4950 - 22 — — = 2020 BT 7
lgx lgzx lgx
4950 -1g5 — 1 4950 - 1g5 — 1
Mivel gii egészekre kerekitett értéke 2540, azért 25395 < gigx < 25415, amibol kovetkezik az is,
hogy lg = pozitiv. Atrendezés utan:
4950 -1g5 — 1 4950 - 1g5 — 1
1,360 « 20 8071 gy < 2289 T 1 g 363
POV T s 8T S T am395 T

Mivel a 10-es alapu exponencialis fliggvény novekedd fliggvény, azért az egyenlStlenségek irdnya nem véltozik: 22,9 <
x < 23,07.
Egyetlen egész tesz eleget a feladat kovetelményeinek, mégpedig a 23.

4. Adjuk meg a kévetkezd hozzdrendeléssel adott fiigguények legbdvebb értelmezési tartomdnydt és a hozzdtartozo
értékkészletet, ha mindkét halmaz csak egész szdamokbol dll:

W J@) =y b gle) =

Megoldas. a) A négyzetgyok miatt i—i > 0, vagyis x € |—7;5]. Mivel x egész szam, ezért az intervallumot
tovabb kell sztkiteniink: € {—6; —5; —4; —3; —2; —1;0; 1;2; 3;4; 5}. Ezek koziil csak azok a szamok maradhatnak,
amelyekre f(z) is egész. A tizenkét szamot konnyen ellendrizhetjiik és két lehetGséget kapunk: f(—1) =1, f(5) = 0.

Vagyis az f(z) értelmezési tartomanya: x € {—1;5}, az értékkészlete: f(x) € {0;1}.

b) A nevez$ miatt: x # —7. Ezen tul csak azok az egész szamok maradhatnak, amelyekre g(z) is egész. Végezziik
el a kovetkezd atalakitast:

5—x
r+7

. (14 pont)

5—x
T+7

g(z) =

_ —(x+7)+12 iy 12 '
z+7 T+ 7

2
Ez csak akkor lehet egész szdm, ha —1 + - egész, azaz x + 7 osztoja a 12-nek. Ezek alapjan a megfeleld értékeket

tablazatban rogzitettiik.

r+7|-12 | —6 —4 -3 | -2|-1]1 2 3 4 6 | 12
x -9(-13|-11|{-10|-9|-8|-6|-5|—-4|-3|-1]|25
g(x) 2 3 4 5 7 13 | 11 5) 3 2 1 0

Vagyis a g(x) értelmezési tartomanya: € {—19; —13; —11; —10; —9; —8; —6; —5; —4; —3; —1; 5}, az értekkeszlete: g(z) €
{0;1;2;3;4;5;7;11;13}.

II. rész



5. Az f(x) egy mdsodfoki figguény, a g(x) pedig egy linedris tortfiggvény. Tudjuk, hogy f(0) = g(0) =0, f(1) =
9(1) = -1, f(3) =3, a g(3) pedig nem értelmezhetd.

a) Hatdrozzuk meg az f(44) értékét.

b) Hatdrozzuk meg a g(9) értékét.

¢) Hdny megolddsa lehet az f(x) = g(z) egyenletnek? Adjuk meg a gyékoket.

Megoldas. a) Legyen f(x) = ax? + bx + ¢ hozzarendelésti masodfoku fiiggvény. Tudjuk, hogy f(0) = ¢ = 0,
f(1)=a+b=—1, f(3) = 9a+3b = 3. Az igy kapott egyenletrendszer megoldasa: a = 1, b = —2, azaz f(z) = 2> — 2.
Vagyis f(44) = 442 — 2. 44 = 1848.

b b
b) Legyen g(x) = ax—td hozzarendelést linearis tortfiiggvény (¢ # 0). Tudjuk, hogy ¢(0) = 7= 0, ezért b = 0.
cr
Tudjuk, hogy ¢(3) nincs értelmezve, vagyis g(z) = @ Tudjuk tovabba, hogy g(1) = - —1, azaz
. . cx — 3¢ c—3c —2c
a = 2c. Mindent Osszevetve:
2cx 2z . 2.9
9(z) = ——=- = ——=, vagyls ¢(9)=g—==3
¢) Keressiik az 0Osszes valés x  értéket, amelyre f(z) = g(x), vagyis keressik az

22— 2 =

x 3 egyenlet megoldasait. (z — 3)-mal szorozhatunk (z # 3). Mivel harmadfoku egyenletet kapunk,

ezért legfeljebb harom megoldast kaphatunk. A miveletek elvégzése és a rendezés utan: 2° — 522 + 42 = 0. A bal
oldalon allo kifejezést szorzattéa alakithatjuk: z(z — 1)(z — 4) = 0.

Vagyis az egyenlet gydkei: 0, 1, 4.

6. Az abréan ldthatd sziirkére festett vaskerités nyolc eqymds melletti résén szeretnénk datdobni egy kislabddt. A kerités
4 cm széles vasrudakbol készilt. Eqy keritéselem szélessége 164 cm, magassdga 78 cm , a labda dtmérdje 8 cm. Dobdsunk
véletlenszerinek tekinthetd, de a keritéselem téglalapjdt biztosan eltaldljuk (a labda kézéppontjdval).

1. dbra

a) Mekkora valdsziniséggel tudjuk dtdobni a labddt a kerités résein gy, hogy az ne érintkezzen a keritéssel?
b) Mekkora labda esetén lesz ez a valdsziniség 0,57
(16 pont)

Megoldas. a) Az adatok alapjan egy rés mérete 70 cm-szer 16 cm-es téglalap. A labda kozéppontja ezektdl a
hatarvonalaktol legalabb 4 cm-re kell, hogy legyen, mert egyébként a labda nekiiitkdzik a vasnak. Vagyis a labda
kozéppontja egy 62 cm-szer 8 cm-es téglalapon haladhat at.

A kerités elem teljes teriilete: T = 78 - 164 = 12 792 (cm?). A kedvezs rész teriilete: t = 8 - 62 - 8 = 3968 (cm?).

A keresett valosziniiség: 2068
p(jo dobéas) = 12793 ~ 0,31.
Vagyis kb. 0,31 valészintiiséggel tudjuk atdobni a labdat a kerités résein.

b) Legyen a labda sugara x cm. Egy rés mérete 70 cm-szer 16 cm-es téglalap. A labda kozéppontja ezektdl a
hatarvonalaktol legalabb x cm-re kell, hogy legyen. A labda kézéppontja egy (70—2x) cm-szer (16—2z) cm-es téglalapon
haladhat at. A kerités elem teljes teriilete: T = 12 792 cm?. Most a kedvezs rész teriilete: t = 8(70 — 2x)(16 — 2z) cm?.
A keresett valosziniiség:

8(70 — 2z)(16 — 2x)
12 792
(70 — 22)(16 — 2x) = 799,5,
422 — 172z + 3205 = 0,

172+ V1722 — 5128 (41,05,
T2 = ~11.95.

p(jo dobas) =

= 0,5,

8

Mivel egy rés 16 cm széles, ezért a labda sugara nem lehet nagyobb, mint 8 cm. Vagyis a labda sugara csak az xs
lehet. Ezek alapjan a labda atmér6je milliméter pontossaggal: 3,9 cm.



7. Adott a koordindtarendszerben az S(—1;3) és az L(9;3) pont.
a) Adjuk meg azokat a Z pontokat koordindtdikkal, amelyekre az SZL hdromszog derékszdgi és a terilete 20.
b) Adjuk meg azoknak a Z(x;y) pontoknak a halmazit, amelyekre SZ* + LZ* = 68.
(16 pont)

Megoldas. a) Harom eset lehetséges.

I eset: a derékszog az S csicsndl talalhato. Mivel SL = 10, ezért SZ = 4, hiszen igy lesz a haromszog teriilete 20.
Azaz két megfelels pont létezik: Z1(—1;7), Zo(—1; —1).

II. eset: a derékszog az L cstcsnal van. Az el6z6 esethez hasonloan kapjuk a kovetkezd két pontot: Z5(9;7),
Z4(9; —1).

III. eset: a derékszog a Z csucsnél helyezkedik el. Ekkor a keresett pontok az SL atmérgji Thalész-korre illesz-
kednek, tovabbé az SL egyenest6l 4 egységre parhuzamosan futé egyenesre. Ilyen egyenes kett6é van, azaz még négy
megfelel6 pontot talalunk. A Thalész-kdr egyenlete: (z —4)° + (y — 3)° = 25, a két egyenes egyenlete pedig y = 7,
illetve y = —1. Ezek alapjan a négy pont: Z5(1;7), Zs(1; —1), Z7(7;7), Zs(7; —1).

Vagyis nyolc megfelels Z pont taldlhato.

b) Irjuk fel a két pont tavolsagara ismert Ssszefiiggeést:

SZ*+ LZ% = [(x+1)> + (y — 3)’] + [(z — 9)* + (y — 3)°] =68,
22420 +149% —6y+9+2% — 182+ 81 + 4% — 6y + 9 = 68,
z? — 8z +y* — 6y = —16,

(-4 +(y—3)°=9.

A keresett ponthalmaz a K (4;3) kozépponta, r = 3 sugart kor.

8. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet:

3v2+2
22

Megoldas. Tudjuk, hogy sin® z + cos® = 1 minden z-re, ezért ennyivel csokkenthetjiik mindkeét oldal értékét:

V242
22

Vsin® 2 + cosS z + V/sin z + cost  + V/sin? z + cos? z = (16 pont)

\/sinﬁx—l—cosz—i-\/sin4:10+cos4x:

A négyzetgyok alatti kifejezéseket dtalakitjuk:

. . 3 . . 3 .
A =sin®z 4 cos® z = (sm2 x + cos? 3:) — 3sin® z cos? 3:( sin? & + cos? :1:) =1- 1 sin? 2z,

. . 2 ) 1 .
B =sin"z + cos’ z = (sin’ z + cos?x)” — 2sin*wcos’z =1 — 3 sin? 2.

1 1
Mivelogsm22x§1,ezémZ§A§1és§§3§1.

1 1 242
Az egyenlet bal oldalan 1év6 két négyzetgyokos kifejezés minimumértékének 6sszege: \/; + ok ami \/2—72

is irhat6. Vagyis egyenletiinknek akkor van megoldéasa, ha mindkét négyzetgyokos kifejezés a minimum(%rtéket veszi fel.
Ez csak a sin? 2z = 1 esetén valosul meg, azaz sin 22 = 1 vagy sin 2z = —1. Ebbsl kapjuk, hogy 2z = 5 +km (k € Z).

alakban

Tehat az egyenlet megoldasa:
k- g (k € 7).

9. Az A(1;0), B(1;6), C(6;1), D(6;0) pontok dltal meghatdrozott négyszog BC oldaldt eldszor helyettesitsik a
K (6;6) kézépponti és r =5 sugari kor B és C kizotti rovidebb fwével, mdsodszor pedig az f(x) = . hozzdrendeléssel

adott fiigguény grafikonjinak a B és C kozotti darabjdval.
a) Hatdrozzuk meg mindkét esetben az ABCD sikidom teriletét. Melyik a nagyobb?
b) Adjuk meg a B és C pontokat dsszekotd két gorbe vonal kozés pontjainak koordindtdit. (16 pont)

Megoldas. a) Az els§ esetben az ABK D téglalapbol hianyzik egy K koézéppontu, r = 5 sugaru negyedkor. Vagyis

ebben az esetben a tertlet:
52.7 120 — 257

4 4

T, =5-6— ~ 10,365.
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A masodik esetben a teriiletet a kovetkezs integrallal szamithatjuk ki:
: 6 6 1
T, :/de:6~/§dx:6- In |x|}f =6-(In6—In1) =6-In6~ 10,751.
1 1

Vagyis a masodik esethez tartozoé sikidom teriilete a nagyobb 0,386-del.
b) Az els6 esethez tartozo koriv egyenlete: (z — 6)* + (y — 6)° = 25. A BC harhoz tartozé révidebb kériv, mint
grafikon, a kovetkezd fliggvényhez tartozik:

g(z) =6 —1/25 — (x —6)%, ahol x € [1;6].

6
A masodik esetben az f(x) = o hozzarendelést fiiggvényrdl van szo, ahol x € [1;6]. A feladat az f(x) = g(x) egyenlet

%:6—\/25—(3@—6)2.

A vizsgalt intervallumon végezziik el a kovetkez6 atalakitasokat:

megoldésa az [1; 6] intervallumon:

6
V25— 224+ 122 —36=6— —,

T
vV —22+ 122 — 11 = 62 — 6,
2?(—2® + 12z — 11) = 362” — 72z + 36,
0=a*— 1223 + 4722 — 722 + 36.
A feladat szovegebdl kovetkezik, hogy az z1 = 1, valamint az zo = 6 megoldasa az egyenletnek (hiszen mindkét gérbére
illeszkedik a B és a C pont). Ezért az egyenlet a kovetkezs alakban is irhato: 0 = (z—1)(z—6) (2° +az+b). Végezziik el

a szorzasokat, az egyiitthatokat 6sszehasonlitva az el6bb kapott negyedfoki egyenlet megfelels egyiitthatéival kapjuk,
hogy b =6, a = —5. Vagyis

0=(z—1)(z—6)(2*> =5z +6) = (z — 1)(z — 6)(z — 2)(z — 3).

Tovabbi két megoldas: x5 = 2, x4 = 3.
Tehat a B(1;6) és a C(6;1) pontok mellett még két kozos pontja van a két gorbének: E(2;3), F(3;2).



