Az univerzalis graf

Bevezetd

A véletlen grafok elméleti és gyakorlati jelentGsége egyarant szamottevs. Az ismeretségi halozatok, az internetes
weboldalak kapcsolatrendszere mind tekinthetSk részben véletlenszertien kialakul6 grafoknak. Foglalkozzunk csak az-
zal az esettel, amikor teljesen véletlenszertien kotjiik Gssze a graf cstucsait. Legyen adott a véges X halmaz, elemei

T1,%2,...,Ty. Ha barmely két csicsot egymastol fliggetleniil — valészintiséggel kotjiik 0ssze, akkor egy véletlen grafot

kapunk. Példaul minden dontésnél feldobunk egy szabélyos érmét: ha fej, osszekotjiik a cstcsokat, ha iras, akkor nem.
Szamtalan kérdés meriil fel a konstrukcié kapcsan. Példaul mekkora valdszintséggel sszefliggs egy véletlen graf? Var-
hatéan hany szomszédja van egy csticsnak? Mekkora valoszintiséggel kapunk meg egy el6re rogzitett n-csicsu grafot?
Utobbi kérdést tekintve annyi vilagos, hogy mindegyik graf pozitiv valdsziniséggel adodik.

A konstrukei6 a kovetkezd természetes modon dltalanosithato végtelen alaphalmazra. Adott egy végtelen X halmaz,
elemeit az x1, z2, . . . szimbdlumokkal jeloljiik. Ez a halmaz egy graf csticshalmaza lesz. Minden x; # x; parhoz tartozik
egy szabalyos pénzérme. Ezeket a pénzérméket egyszerre feldobjuk gy, hogy egyik dobés eredménye sem befolyésolja
a méasikat. Ha az (z;,x;) parhoz tartozé érme dobéasénak eredmeénye fej, akkor éllel kotjiik Ossze az x;, x; elemeket,
ha pedig iras, akkor nem kotjiikk ket Ossze. Ezzel megkapunk egy X grafot. A fenti kérdések ebben az esetben is
értelmesek.

A végtelen véletlen grafokat sokan vizsgaltak, néhany alapvetd kérdést tisztaztak is veliik kapcsolatban. Az attorést
Erdds Pdl és Rényi Alfréd eredménye hozta a téméaban. Belattak, hogy a fenti konstrukci6 1 valosziniiséggel egyetlen
konkrét grafot, az univerzalis grafot eredményezi. Ezt a grafot a szakirodalomban R-rel jelolik, és szamtalan néven
hivatkoznak ra. Ez nem meglepé: ha egy struktira valamilyen szempontbo6l ennyire egyedi tulajdonsaggal bir, akkor az
gyakran a matematika latszolag tavoli teriiletein felbukkan. A grafot modellelméleti kutatasok soran elGszor Richard
Rado fedezte fel, ezért hivjak Rado-grafnak. A valészintségelméleti konstrukcié miatt random graf vagy véletlen graf
a neve, de szokas Erdés—Rényi-grafként is hivatkozni ra.

A tovabbiakban az univerzalis graf legfontosabb tulajdonsagairol lesz sz6. Mindenekeltt egy vilagos kombinatorikai
leirast adunk rola. Ennek segitségével megkonstrualjuk a grafot.

Mindvégig arra torekedtiink, hogy a targyalas a lehets legkevesebb hattértudéssal is érthetd legyen. Ennek ellenére
néhany alapvets grafelméleti ismeret sziikséges, példaul hogy mi az a grdf, mikor izomorf egymaéssal két graf, illetve
hogy mit értiink feszitett részgrdf alatt. Az univerzalis grafra adott egyik konstrukcionk felhasznal néhany szamelméleti
tételt, ezekre pontos hivatkozasokat adunk meg. A kozérthetGségre valo igyekezetiink sziikségszerii kovetkezménye, hogy
az Erd6s—Rényi-tétel preciz bizonyitasat nem mutathatjuk be. Hipotetikusan, gondos valészintségelméleti megalapozés
nélkill (mely messze meghaladnd ezen iras terjedelmét) érveliink, ugyanakkor azt reméljik, az alapgondolatot igy is
sikeriil hidnytalanul kézvetiteniink.

Definicié és néhany egyszeri kovetkezmény

Mostantol végtelen alatt mindig megszamlalhato végtelent értiink, és nem foglalkozunk a megszamlalhatd végte-
lennél nagyobb cstcsszamu grafokkal.

1. definicié. Azt mondjuk, hogy az R grdf univerzdlis, ha R csicshalmaza nemiires, és tetszdleges U, V véges
csuicshalmazaira, melyekre U NV = ), létezik olyan z € R, melyre x minden U-beli csicsnak szomszédja (azaz ossze
van kotve), és minden V -beli csiicsnak nem-szomszédja (a szomszédsdg és a nem-szomszédsdg csak kolonbozd csicsokra
vannak értelmezve: egy csics sajit magdnak sem szomszédja, sem nem-szomszédja).

A definiciénak van néhéany egyszeri kovetkezménye, ezeket feladatok forméjaban kozoljik.

1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik véges univerzalis grdf.
Ennél t6bb is igaz. Nevezetesen:

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy univerzdlis grafban minden csics foka végtelen.
A kovetkezd allitas mar ravilagit az univerzalis graf egy érdekességére.

1. allitas. Legyen R egy univerzdlis graf. Tegyik fel, hogy a csicshalmazt felbontjuk R = Ay U...U A, pdaronként
diszjunkt részekre. Ekkor van olyan 1 < i <n, melyre A; univerzdlis.

Bizonyitas. Tegyiik fel, }}Logy Ay, A R A, egyike sem univerzalis. Ezt Aj-ben tantusitja az Uy, Vi par, As-ben az

Us, Va par stb. Legyen U = |JU;, V = |J V;i. Mivel R univerzélis, igy az U, V parhoz létezik olyan x cstics R-ben, ami
= =

Bssze van kétve mnden U-beli elemmel és nincs dsszekétve egyetlen V-beli csiicesal sem. Az altalanossag megszoritasa

nélkiil tegyiik fel, hogy « € A;. Ekkor x kielégiti az Uy, V1 péarra elirt 6sszekotottségi feltételeket, ami ellentmond
Ui, Vq valasztasanak. [

Egy univerzalis grafba minden véges, s6t, minden végtelen graf is bedgyazhato, ezt fogalmazza meg a kovetkezs
allitas.



1. tétel. Legyen R univerzdlis, G pedig tetszdleges véges grif. Ekkor R-nek van olyan feszitett részgrafja, mely G-vel
izomorf. Tegyiik fel, hogy H végtelen grdf. Ekkor R-nek van olyan feszitett részgrifja, mely H-val izomorf.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitunk G cstucsszama szerint. Legyen ez a cstiicsszam n. Az allitas n = 0, 1-re
nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden legfeljebb (n — 1)-csticsu grafra, ahol n > 2. Legyen G tetsz6leges

n-csicst graf, a csdcsai pedig legyenek vy,...,v,. Jelolje FF C G a vy,...,v,—1 csucsok &ltal feszitett részgrafot.
Az indukcids feltevés szerint vannak R-nek olyan ri,...,7,_1 cstcsai, melyek altal feszitett részgraf F-fel izomorf.
A csiicsok esetleges atszamozasaval feltehetjiik, hogy ez az izomorfizmus éppen r1 = ¢(v1),...,7n—1 = ©(vn—1). Legyen

vn, G-beli szomszédainak halmaza U, nem-szomszédainak halmaza pedig V. Ekkor U,V C H, valamint U NV = (.
Tehat p(U) és o(V) véges, diszjunkt részhalmazai R-nek. Ekkor R univerzalitdsa miatt van olyan r, cstics R-ben,
mely a ¢(U)-belieknek szomszédja, a ¢(V')-belieknek nem-szomszédja. Ekkor G izomorf az rq,...,r, csicsok altal
feszitett részgraffal. Ezzel a véges grafokra vonatkozo allitast belattuk.

Legyen most H végtelen graf, vy, vo,... cstcsokkal. A véges grafokra alkalmazott indukciot rekurzios eljarassa
alakitva kapjuk a bizonyitast. A v; pont képe legyen tetszbleges r1. Ezutan ha a vq,...,v,-1 cstcsok képe rendre
r1 = @(1),...,Tn_1 = @(vp—_1), akkor legyen U C {v1,...,v,—1} & v, szomszédainak halmaza, V' C {v1,...,v,-1}
pedig a v, nem-szomszédainak halmaza. Ekkor o(U) és (V) véges, diszjunkt részei R csticshalmazanak. Tehat R
univerzalitdsa miatt van olyan r,, csics R-ben, mely a ¢(U)-belieknek szomszédja, a ¢(V')-belieknek nem-szomszédja.
Legyen ¢(v,) = . Vilagos, hogy a végtelen rekurzio olyan ¢(H) C R-t ad, ami izomorf H-val. O

Az univerzalis graf egyértelmiisége

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy izomorfizmus erejéig legfeljebb egyetlen univerzalis graf lehet.
2. tétel. Tegyiik fel, hogy R és R’ univerzilis grifok. Ekkor R és R’ izomorfak egymdssal.

Bizonyitas. A bizonyités az 1. tétel mintajara torténik. Legyenek R csicsairy, ro, ..., R csticsairy,rh, ... . Célunk
ismét az, hogy rekurzivan megadjunk egy ¢ : R — R’ izomorfizmust. Ha azonban pontosan ugyantgy jarnank el, mint
az 1. tétel bizonyitasaban, akkor R-et csak R’ egy feszitett részgrafjaval tennénk izomorffa, nem magaval R’-vel. Ezt
a problémét orvosolja a kovetkezs technika. Az izomorfizmust ,,oda-vissza” épitjiik fel. Vagyis a (2n — 1)-edik lépésben
R soron kévetkezd csticsdnak keresiink képet, mig a 2n-edik lépésben R’ soron kivetkezs csticsanak keresiink dsképet.
Ezzel garantaljuk, hogy a konstrualt leképezés bijektiv.

Legyen tehat ¢(r;) = r}. Most vegyiik r5-t, és keressiink egy s» csticsot R-ben, ami ugyantgy kapcsolodik 71-hez,
mint 75 az rj-hoz. Legyen ¢(s2) = rh. Vegyiik most R legkisebb indext csiicsat, aminek még nem taldltunk képet. Ha
példaul ro = s9, akkor ez az r3 cstcs (minden mas esetben az 9 a soron kovetkezd cstucs.)

Altalaban, tegyiik fel, hogy mar 2n — 2 darab R-beli csticsnak megtalaltuk a ¢-képét, legyen ezek halmaza S,
o(S) = 5. Vegyiik R\ S-ben a legkisebb indexti csticsot, jeloljiik ezt s2,_1-gyel. Legyen U C S az s2,_1 szomszé-
dainak, V C S pedig s2,_1 nem-szomszédainak halmaza. Ekkor o(U) és (V) diszjunkt, véges részei R'-nek, igy R’
univerzalitdsa miatt van olyan s5, ; € R'\ S’, ami a p(U)-beliecknek szomszédja, a (V' )-belieknek nem-szomszédja.
Legyen ¢(s2,—1) = S,,_;. Hasonléan jarunk el, ha mar 2n — 1 darab R-beli csticsnak megtalaltuk a ¢-képét. Akkor
R'\ S’-ben vegyiik a legkisebb indexti csiicsot, jeloljiik ezt sh,-vel. Legyen U’ C S’ az s5,, szomszédainak, V' C S’ pedig
sh,, nem-szomszédainak halmaza. Ekkor ¢~ *(U) és ¢ (V) diszjunkt, véges részei R-nek, igy R univerzalitasa miatt
van olyan sg, € R\ S, ami a ¢~ ! (U)-belieknek szomszédja, a ¢~ (V)-belieknek nem-szomszédja. Legyen ¢(sa,) = sh,,.
Vil4gos, hogy a végtelen rekurzié egy izomorfizmust épit fel R és R’ kozott. [

Tehat mig eddig ugy beszéltiink univerzalis grafokrol, hogy egy univerzalis graf, mostantol gy fogalmazunk majd,
hogy az univerzalis graf. Felmeriil azonban a kérdés, hogy nem beszéliink-e véletleniil a semmir6l, azaz létezik-e
egyaltalan univerzalis graf. A kovetkezd pontban erre a kérdésre adunk igenls valaszt.

Az univerzalis graf létezése

3. tétel. Létezik olyan R grdf, ami univerzdlis.

Bizonyitas. Rekurzivan megkonstrualjuk az Ro, Ry, ... véges grafokat. Alljon Ry egyetlen csticsbol. Altalaban,
tegyiik fel, hogy mar megkonstruéltuk az R, _; grafot, most megkonstrualjuk R,-et. Legyen minden R,,_i-beli csics
R,,-ben is csics, kozottilk fussanak az R, _1-bdl 6rokolt élek. Tovabba minden U C R,,_; részhalmazra vegyiink fel
egy-egy Uj vy csiucsot az R, _1-beli csicsokon kiviil, aminek R, _; csdcsai koziil pontosan az U-beliek a szomszédai,
az U-n kiviiliek nem-szomszédai. A vy alaku cstucsok kozott tetszélegesen vehetjiik fel az éleket (példaul legyen mind
osszekotve). Igy kapjuk az R, grafot. Legyen R = |J R,. Ennek van értelme: egy csiics akkor cstics R-ben, ha

n=1
valamelyik R,-ben cstcs (ekkor onnantél kezdve mindben az), és két cstics kozott pontosan akkor fut él R-ben, ha
valamelyik R,-ben fut koztiik él (ekkor onnantél kezdve mindben fut).



Allitjuk, hogy R univerzalis. Vegyiik ugyanis tetsz6leges U, V véges, diszjunkt részhalmazat a csicsainak. Ekkor
UUYV benne van valamelyik R,,-ben, hiszen véges sok 1épés utdn U UV minden cstcsa bekeriilt a konstrukciéba. Ekkor
R, 11-nek a vy csiucsa megfelels: az U-beli csicsok szomszédai, a V-beliek nem-szomszédai. O

A fejezetet egy feladattal zarjuk.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az univerzdlis graf izomorf a komplementerével.

,»Konkrét” konstrukciok

A 3. tétel bizonyitasa utdn megmarad az a hidnyérzetiink, hogy bar a bizonyitas konstruktiv, mégsem tudjuk
egyszerre megadni az egész grafot. Ebben a részben megadunk néhany egészen konkrét grafot, amelyek univerzalisak
(ekkor egymaéssal, illetve a 3. tételben konstrualttal izomorfak a 2. tétel szerint).

1. konstrukcié. Legyenek a graf csicsal a pozitiv egész szamok. Két cstics, x > y kozott pontosan akkor fusson
él, ha z-nek a 2-es szamrendszerbeli alakjaban a 2~ '-nek megfelels helyiértéken (hatulrél szamitva az y-adik helyen,
utolsé a 0. hely) 1-es all. Ez volt Rado konstrukcidja [4].

textbf2. allitds. Az 1. konstrukcié sordn kapott R grdf univerzdlis.

Bizonyitas. Legyenek adottak az U = {y1,...,yx}, V = {z1,..., 2m} diszjunkt, véges részhalmazai a pozitiv
egészeknek. Irjunk fel egy olyan = szamot, melynek a 2-es szamrendszerbeli alakjanak hatulrél vett y;-edik jegye 1-es
(1 <i < k), a hatulrol vett z;-edik jegye pedig 0 (1 < j < m), tovabba minden y;-nél és z;-nél nagyobb. Ilyen szam
nyilvan létezik. A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy az
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egy megfelel szam. O

2. konstrukcid. Legyenek a graf csicsai a 4k + 1 alaka primszamok. Két ilyen csics, p # g kézott pontosan akkor
fusson él, ha p kvadratikus maradék (egy g-val nem oszthat6 szam négyzete) modulo ¢. Ez a tulajdonsag szimmetrikus,
vagyis ha p kvadratikus maradék modulo g, akkor ¢ is kvadratikus maradék modulo p. Ez az &llitas a kvadratikus
reciprocitési tétel [3, 4.2.3. Tétel] kovetkezmeénye. A reflexivitasra sziikségiink van, hiszen p és ¢ koz6tt pontosan akkor
fut él, ha g és p kozott fut.

3. allitas. A 2. konstrukciéval kapott R graf univerzalis.

Bizonyitas. Legyen U = {p1,...,pm}, V ={@1,...,qn} a 4k + 1 alakt primek két diszjunkt halmaza. Olyan P
primet keresiink, ami modulo p1,...,p, kvadratikus maradék, modulo ¢i,..., ¢, kvadratikus nem-maradék. Ebbél
a célbol minden p;-hez (1 < i < m) kivalasztunk egy a; kvadratikus maradékot modulo p;, illetve minden g;-hez
(1 < j < n) kivalasztunk egy b; kvadratikus nem-maradékot modulo ¢;. Legyen

= (fi) (1)

A kinai maradéktétel [3, 2.6.2. Tétel| alapjan van olyan ¢ maradék modulo N, amire ¢t = 1 modulo 4, ¢t = a; modulo p;
és t = b; modulo ¢;. Ez a t relativ prim maradék N-hez, igy a Dirichlet-tétel [5, 4.2. Fiiggelék]| alapjan van olyan 4k +1
alakt P prim, melyre P =t modulo N. Ekkor P kvadratikus maradék modulo p;, valamint kvadratikus nem-maradék
modulo ¢;. O

Ezen konkrét konstrukciok tehat oly modon realizaljak az univerzalis grafot, hogy két cstcs ismeretében meg tudjuk
mondani, hogy van-e kozottiik él, illetve diszjunkt, véges U, V csticshalmazokhoz tudunk talalni olyan csticsot, ami az
U-beliekkel 6ssze van kotve, a V-beliekkel nincs.

A véletlen graf

Most térjlink vissza a bevezetSben leirt szitudciohoz. Készitsiink el egy végtelen véletlen grafot. Vizsgaljuk meg,
mi koze van ennek a véletlen grafnak az univerzilis grafhoz.

1
Legyen U, V két véges, diszjunkt részhalmaza X -nek gy, hogy |U U V| = n. Ekkor on annak a valdszintisége, hogy
egy rogzitett X \ (U U V)-beli cstcs ,,j0”, vagyis minden U-beli cstcsnak szomszédja, minden V-beli cstcsnak nem-

1
szomszédja. Vagyis annak valoszintsége, hogy ,rossz” (tehat nem jo), 1 — on Ezek az események az X \ (U U V)-beli



1
csucsokra fiiggetlenek. Tehét (1 — 2—n)k annak a valoszinidsége, hogy k darab X \ (U U V)-beli cstcs mindegyike rossz.

Igy az egy 0 valoszintiségti esemény, hogy minden X \ (U U V)-beli cstics rossz, hiszen

1V
kli>nolo<1_2_n> =0

Tehat 1 annak a valoszintisége, hogy van j6 csics. Mivel a valaszthaté U, V' véges, diszjunkt csicshalmazok szama
csak megszamlalhatoan végtelen, ezért szintén 1 annak a valészintisége, hogy minden U, V parhoz van megfelels csics.
Osszességében tehat a véletlen graf 1 valoszintiséggel univerzalis. Ezt Osszevetve a 2. tétellel a kovetkezét kapjuk.

4. tétel (Erdés—Renyi, [2]). Egy végtelen, véletlen grif 1 valdszinidséggel izomorf az univerzdlis graffal. Két végtelen,
véletlen graf 1 valdsziniséggel izomorf eqymdssal. O

Ujabb szokatlan jelenséggel talalkoztunk: a véges (legalabb 2-pontt) grafok kozott nincs olyan izomorfia-osztaly,
ami 1 valdészintiséggel elGallna véletlenszeri élvalasztas esetén.

Kitekintés

Az univerzalis graf néhany tovabbi tulajdonsagarol — tartalmi és terjedelmi okokbdl — csak cimszavakban beszél-
hetiink.

Csoportelméleti vonatkozasként megemlitjiik, hogy az univerzalis graf szimmetridkban rendkiviil gazdag. Példaul
béarmelyik éle atvihetd barmelyik masikba egy alkalmas R — R izomorfizmus segitségével. Valojaban ennél sokkal
tobb is igaz: barmely véges része atvihets barmely véges részébe egy R — R izomorfizmussal, feltéve hogy ennek nincs
nyilvanval6 akadalya (nyilvan a két véges résznek izomorfnak kell lennie egymaéssal).

Nagyon érdekes az a modellelméleti tény, hogy ha egy (grafelmeéleti) allitas igaz az univerzalis grafban, akkor
ysmajdnem minden” véges grafban igaz; ha hamis az univerzalis grafban, akkor ,majdnem minden” véges grafban
hamis.

Mindezekrsl (és még rengeteg egyéb kilonlegességrél) Peter J. Cameron [1, 5. fejezet] angol nyelvi kényvében
olvashatunk.
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