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Szamadoé Laszlo
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I. rész

1. Egy (pozitiv szamokat tartalmazd) mértani sorozat szomszédos elemeinek killonbségét sorban egymds mellé irtuk.
Igazoljuk, hogy az igy kapott sorozat is mértani sorozat, ahol g # 1. Adjuk meg az igy kapott mértani sorozat elsd elemét
és hdanyadosdt. (11 pont)

Megoldas. Legyen az eredeti mértani sorozat elsé eleme a;, a hanyadosa g. Ekkor a sorozat elsé néhany eleme:

2 3 4 5
ai, a14, a1q-, a1q9-, a1q -, aiq-, ... .
A szomszédos elemek kiilonbsége sorban:

2 3 2 n n—1
aq —ai, @q —aq, aq —aq, ..., aiqg —aiq >

Kiemeliink ai-et:
al(q_l)u al(q2_q)7 al(q3_q2)7 ceey al(qn_qn_l)u

A miésodik elemtsl kezdve ¢ is kiemelhets, mindig eggyel novekvé kitevovel:

al(q_1)7 alq(q_ 1)7 a1q2(q_1)7 ceey alqn_l(q_l)a

Vagyis az igy kapott sorozat valéban mértani sorozat.
Az els6 elem: a1(q — 1), a hanyados: q.

2. a) Réka kérnyezetbardt mosdgélt drusit 3 literes kiszerelésben. Negyvendt darab szines céduldt tett egy kis kosdrba.
Ezen céduldk kozil tizennyolc ,eqy ajandék”, tizendt két ajindék”, és tizenkettd ,harom ajandék” szdéveget tartalmaz.
A vasdrlok egy céduldt hiznak a vdsdrlds eldtt, és a rajta levd szovegek alapjin ajindékot kapnak a kévetkezd sorrend-
ben: 810 Ft-os univerzdlis tisztitoszert, 510 Ft-os textiloblitot, 290 Ft-os mosogatiszert. Fzutdn a cédulat visszateszik
a kosdrba.

Visdrlas eldtt Ldszlo is hiz eqy céduldt. Mekkora valdsziniséggel fog hdarom ajandékot kapni?

Mennyi legyen a mosdgél literjének dra, ha a forgalmazo cég dtlagosan 535 Ft-os bevételt szeretne literenként kapni?

b) FElfelejtettiik o telefon bekapcsoldsdhoz szikséges négyjegyi kodot. Csak azt tudjuk, hogy négy egymdst kivetd
pozitiv szamjeqybdl dllt, de nem novekedd, és nem csékkend sorrendben kovetik egymdst a szdmgegyek. Hdny ilyen
négyjeqytd szdm van? (13 pont)

Megoldas. a) A kis kosarban negyvendt cédula talalhato, ezek koziil csak tizenketts megfelels. Azt feltételezhetjiik,
hogy minden cédula kihtzasdnak ugyanannyi a valészintisége, ezért alkalmazhatjuk a klasszikus valoszintiség-szamitasi
modellt, azaz a kedvezs esetek szamat elosztjuk az Osszes eset szamaéaval:

12 4
P(ha jandék) = — = — =~ 0,27.
(harom ajandék) =15 ,
Legyen a moso6gél literenkénti ara x Ft. Ekkor a 3 literes csomag ara 3z Ft. Minden vasarl6é huz egy cédulat, vagyis
mindenki kap valamilyen értékben ajandékot, amit a 3 literes csomag arabol le kell vonnunk.
Tudjuk, hogy a negyvendt cédulabél tizennyolc ,egy ajandék”, tizenot ,két ajandék”; és tizenketts harom ajandék”
szoveget tartalmaz. Alkalmazhatjuk a klasszikus valosziniiség-szamitasi modellt:

) o124
P(harom ajandék) = TARET
15 1
P(kett6 ajandék) = — = =
(kett6 ajandék) AL
18 2
P jandék) = — = —.
(egy ajandék) TG

A forgalmazo6 cég atlagosan 1605 Ft bevételt szeretne a 3 literes csomagért.

4 1 2
Tudjuk, hogy egy vasarld 5 valoészintiséggel 3x — 810 — 510 — 290, 3 valoészintiséggel 3x — 810 — 510, és E valoszi-
niiséggel 3z — 810 Ft-ot fizet 353 literes mosogélért. Vagyis:

4 1
15+ (32 =810 =510 —290) + £ - (3 — 810 — 510) + = - (3z — 810) = 1605.

15

(S0 )



Az egyenletet rendezve:

4-(3x—1610) + 5 (32 — 1320) + 6 - (3= — 810) = 24 075,
(122 — 6440) + (152 — 6600) + (18z — 4860) = 24 075,
452 — 17 900 = 24 075,
x ~ 932,8.
Vagyis a mos6gél literenkénti ara kerekitve 933 Ft legyen (ekkor a 3 literes kiszerelési csomagot 2799 Ft-ra lehet

beéarazni).
b) A lehetséges szamjegynégyesek a kovetkezok:

’

N OOV W
0 N O O W

O T W N
CRT>

’ ’ ’

Mindegyikbdl 24 darab négyjegyi szam készithets, de ezek kozott kett nem lesz megfelels (a névekeds és a csokkend
sorrendtiek). Vagyis 132 megfelel§ négyjegyd szam van.

3. A 6 egység oldalhosszusdgi, vizszintes sikban elhelyezkedd ABCDEF szabdlyos hatszég minden csicsdban, a hat-
5209 sikjara merdlegesen, a siknak ugyanazon az oldaldn dll eqy-eqy szakasz. Ezeknek a szakaszoknak a hossza:

19 29

AN =2, BB%:g,(x7:7, DD'=, EE =12, FF'=7%.

a) Milyen hosszi az A'B'C'D'E'F’ téréttvonal?
b) Hatdrozzuk meg az A’D’, B'E’', C'F' azon pontpdrjait, amelyek pontosan egymds folott helyezkednek el, majd
hatdrozzuk meg az ezen pontpdrok kozotti tdvolsdgokat.

Megoldas. A szoveg alapjan készitettiink egy vdzlatrajzot.

Az adatok alapjan megéallapithatjuk, hogy a kdvetkezd derékszogi haromszogek egybevagok:

A'BiB'A=B'Ci\C'AN=C'D;D'/ =
= D/E1AE/ = AE/FlF/.

Ezen haromszogek atfogoi alkotjak a torottvonal 6t darabjat. Egy ilyen szakasz hossza a Pitagorasz-tétellel szé-

molva:
2
) 13
A'B =4/62+ (—) =—.



A toréttvonal hianyzo darabja, az A'F’ is egy derékszog(i haromszog atfogdja. Az A'Fo ' derékszdgili haromszogben

a Pitagorasz-tétel:
/ 2
25 / 625 /769

5. 18 VT69  B5HVT0)  ysan
2 2 2
b) Legyen az ABCDEF szabalyos hatszog kdzéppontja K, az A'D' felezépontja Pr, a B'E’ felez6pontja Py, a C'F’
felezGpontja pedig Ps. Amikor a hatszog sikjara merglegesen ranéziink, akkor ezt a négy pontot egybeestnek latjuk.
Meghatarozzuk a K Py, K P, és K Ps szakaszok hosszat a szintkiilonbségek megallapitasahoz. Ezek a szakaszok rendre
az ADD'A’, BEE'B’, CFF'C’ trapézok kdzépvonalai, ezért:

Vagyis a torottvonal hossza:

2419 93
KP, = 2 =22
1 2 47

9
2412 33
KPy =2 ==
2 2 47
T+ 43
KP 2 - 2,
3 2 4

5
Tehat a sorrend a szintkiilonbségekkel: a Ps; van a legmagasabban, §—del alatta helyezkedik el a P;, és ez alatt talalhato
szintén g—re ab.
4. Tekintsiik a kévetkezd, dltalanos tagjdval adott sorozatot:
an =a-n’+ (2a+b)-n— (b*—b—a).
Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok, akkor a sorozat barmely ot eqymdst kovetd tagjinak dsszege oszthato 5-tel.
(14 pont)
Megoldas. Legyen az 6t egymast kdvets tag Osszege: ap—o + an—1 + Gp + Qi1 + Gnpo. A sorozat altalanos tagjara
vonatkozo képlet alapjan ezt igy irhatjuk:
a-(n—22+2a+b)-(n—2)— (> —b—a)+
+a-(n—172+2a+b)-(n—1)— (b*—b—a)+
+a-n*+(2a+b)-n— (b*—b—a)+
+a-(n+1)>+2a+b)-(n+1)— (b*—b—a)+
+a-(n+2)? +2a+b)-(n+2)— (b’ —b—a) =
= (5n° +10) -a+5n- (2a+b) —5(b* —b—a) =
= 5(an2+2a—|—2an+bn—b2—|—b+a).

A zarojelben 4ll6 kifejezés nyilvanvaloéan egész.
Vagyis a sorozat barmely 6t egyméast kovetd tagjdnak 6sszege valoban oszthato 5-tel.

II. rész
5. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
a) 231 _ 221 _ 2m+1 — 0,
b) sin 3z — sin2z — sinz = 0. (16 pont)

Megoldas. a) Ha kiemeliink az egyenlet bal oldalan 2*-t, akkor a kovetkez6 alakban is irhatjuk az egyenletet:
27 . [(27)% =27 —2] =27 (2" - 2) - (2" + 1) = 0.

Azaz harom lehet6ség adodott a 27 értékére: 0, 2 és —1.

A 2% hozzarendelésii exponencialis fiiggvény értékkészlete alapjan tudjuk, hogy csak a 2 a lehetséges érték. Ekkor
z=1.

Az egyenlet egyediili megoldasa az 1.



b) Hasznalhatjuk a fiiggvénytablazatban is szereplé addicios képletek koziil az ide megfelelGeket.

(sin 2z cos z 4 cos 2z sinz) — 2sinx cosx — sina = 0,

2sinz cos® x + (cos® x — sin® z)sinz — 2sinz cosz — sinz = 0.

Emeljiink ki sin z-et az egyenlet bal oldalan:

smx(2cos x+cos’x —sin®xz —2cosx — 1
2

)

)=0
s1n:1:(3cos T — sin 3:—2cosa:—1) 0,
smx(?)cos T + cos :E—1—2cos:10—1) 0,

sinz(4cos®x — 2cosz —2) =0
0

3

sinx(2 cos?x — cosz — 1)

Egy szorzat akkor lesz nulla, ha legalabb egy tényezGje 0. Két esetet kapunk:
I. sinz = 0. Ekkor 1 = k1 - 7, ahol k1 € Z.
II. 2cos®z — cosxz — 1 = 0.

1+vV1+8 1+3 1-v1+8 1-3 1
1 = =1, (cosz), = = =——.

4 4 2
i) (cosx), = 1. Ekkor xg = ky - 27, ahol ks € Z.

1 2 4
i) (cos ), = — 5. Ekkor a3 = % 1 ks - 27, ahol ks € Z, 24 = % 4 ky - 27, ahol ky € Z.

(cosz), =

2
A fenti megoldasokat igy is irhatjuk révidebben: x5 = k5 - ?ﬂ, ahol ks € Z, x¢ = m + kg - 2w, ahol kg € Z.

6. Egy 0,5 méter széles és 1,2 méter hosszu biutorlap hosszabb €éle a vizszintes talajra illeszkedik, a vele pdrhuzamos
€l pedig 30 cn magassdagban helyezkedik el.

a) Mennyi az emelkedési szége a butorlap egyik dtldjan felfelé haladd hangydnak?

b) Mennyit vdltozik ez a szdg, ha az alsd €l egyik harmadoldpontjdbdl a felsé él nem szemkozti harmadoldpontjiba
igyekszik ez a hangya?

¢) Hatdrozzuk meg a két utvonal hajldsszdgét. (16 pont)

Megoldas. A szoveg alapjan készithetiink egy vdzlatrajzot. A rajzon szerepls hosszuisdgokat méterben adtuk meg.

Haladjon a hangya az AC' atlon felfelé, ekkor a mésodik utvonal lehet a H1Q1 vagy a HaQo. Természetesen ezeknek
a szakaszoknak a vizszintessel bezéart szoge egyenls, csak a c¢) részben lesz fontos, hogy kétféle ttvonal is lehetséges.
a) AzABC derékszogl haromszogben Pitagorasz-tétellel: AC' = 1,3. A kérdéses emelkedési szog az AP;C derék-
0,3
szogi haromszog A cstucsanal 1évs a hegyesszoggel egyenls: sin o = 1—’3, amibdl o ~ 13,34°.

)

b) A kérdéses emelkedési szog az H1T(Q: derékszogi haromszog Hp csicsanal 1év6é S hegyesszoggel egyenld.
A HH>(Q, derékszogl haromszéghen a Pitagorasz-tétellel

0,3
HiQ) = /0424052 = \/0,41. Ekkor a H;TQ; derékszdgii haromszdgben sin 8 = ﬁ, amibsl 5 ~ 27,94°.

A H>Q- harmadolopontokat 0sszekots szakasz emelkedési szogére ugyanez adodik.

Vagyis 14,6°-kal nagyobb lesz a szog.

¢) A hajlasszoget meghatarozhatjuk példaul koszinusztétellel. Mivel a hangya méasodik ttja az els6hoz képest kétféle
lehet, azért a b) részhez hasonloan két esetet kell nézniink. Tudjuk, hogy

AC 1,
2

AK = —

H \/—o 1
=065, 6s H\K=HK= 12Q1 =4/0,1025

L. eset: Az AK Hy haromszog K csucsanél 16vs vy szog a keresett hajlasszogre az egyik lehetGség. Felirjuk az AK Hy
haromszog K cstcsanal 1év6 v szogre a koszinusztételt:



0,42 = 0,65 + (\/0,1025)2 —2-0,65-+/0,1025 - cos .

Ebbél: cosy ~ 0,8770, azaz v ~ 28,72°.
IL. eset: Az AK Hs haromszog K cstcsanal 16vs § szog a keresett hajlasszogre a masik lehetGség (vagy a kiegészits
szOge, ha ¢ tompaszog). Felirjuk az AK Hs haromszog K csucsanal 1évs ¢ szogre is a koszinusztételt:

0,82 = 0,652 + (\/0,1025)2 —2-0,65-+/0,1025 - cosd.

Ebbél: cosd ~ —0,2763, azaz 6 ~ 106,04°, aminek a kiegészits szoge 180° — § ~ 73,96°.
A két utvonal hajlasszoge kerekitve: vagy 28,72°, vagy 73,96°.

7. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

x—8—x_32=19- ——33° (16 pont)
-8
Megoldas. Meghatarozzuk a  feladat  értelmezési  tartomanyat: ’ 3 > 0, azaz
T —
x € |—00; 8] U]32; o0]. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat (z — 32)-vel, és rendezziik ez egyenletet:
r—8
(x — 8)(z —32) — 19(z — 32) — 2—56():0.
L eset: Ha a € |—o0; 8], akkor « — 32 < 0, ezért az egyenlet igy irhato:
(z — 8)(z — 32) + 19v/(z — 8)(z — 32) — 560 = 0.
Ez mésodfoku egyenlet v/ (z — 8)(z — 32)-re nézve.
—19+ 192 +4-560 —19+51
(V-8 _32)), = VI + _ Tl g,
1 2 2
—19—-+192+4-560 —19-—51
— — 32 = = = -35.
Csak a porzitiv megoldas johet szoba:
V(x —8)(x — 32) = 16,
(z — 8)(z — 32) = 256,
x? — 40z = 0,
I = 0, To = 40.
A vizsgalt intervallumba csak az x; = 0 esik.
IL. eset: Ha a € ]32; 00|, akkor x — 32 > 0, ezért az egyenlet igy irhato:
(z — 8)(z — 32) — 19v/(z — 8)(z — 32) — 560 = 0.
Ez is méasodfoku egyenlet v/ (x — 8)(x — 32)-re nézve.
194+ 192 +4-560 19+ 51
( (17—8)(3:—32))3: 5 =— = 35,
19 — /192 +4-560 19 —51
(V@ —8)(x-32)), = — - =6

Most is csak a pozitiv megoldés johet szoba:

(x — 8)(z — 32) = 35,
(z — 8)(x — 32) = 1225,
22 — 40z — 969 = 0,
T3 = 57, Ty = —17.
A vizsgalt intervallumba csak az x3 = 57 esik.

Az egyenlet két megoldéasa az 1 és az x3. (Ellendrzéssel lathato, hogy jol szamoltunk, ezek valoban megoldasai az
egyenletnek.)



8. Az A(1;2), B(12;4) és C(4;8) csucsokkal megadott hdromszognek adjuk meg a

a) sulypontjdt;

b) legnagyobb szogét;

c) CP? +CQ? értékét, ahol a P pont a C csiicsbol induld belsd, a Q pont pedig a C csiicsbol induld kiilsé szogfelezd
és az AB oldalegyenes metszéspontja. (16 pont)

Megoldas. a) Ismert, hogy a stlypont koordinatai a csicsok megfelels koordinatéinak szamtani kozepével egyenld:
1+12+4 2+4+38 17 14

S( 3 ] 3 ),azazS(?,?).
b) Két pont tavolsdga meghatarozhato a pontok koordinatainak ismeretében:

AB = \/(12—1)2+(4—2)2= 125;

Bcz\/(12—4)2+(4—8)2=\/%;

AC:\/(4—1)2+(8—2)2: 45.

Lathatoan: AC? + BC? = AB?, igy a Pitagorasz-tétel megforditasa miatt a C csicsnal derékszog van. Vagyis

a haromszog legnagyobb szoge 90°.
AP AC

¢) Alkalmazzuk a bels6 szogfelezs osztasaranyéara vonatkozo tételt: 5P~ B Az oldalhosszak ismeretében:
AC VA5 3V5 3
BC /80 4v5 4

V12
Legyen AP = 3z, BP = 4x. Ezek alapjan: 3z + 4z = V125, amibdl x = T5 Tehat
AP—3. V125 15-\/5.
7 7
Alkalmazzuk a kiilsé szogfelezs osztasaranyara vonatkozo tételt: — = ——. Méar tudjuk az oldalhosszak ismeretében:
AC 3 BQ BC
BC 4

Legyen AQ = 3y, BQ = 4y. Ezek alapjan: 4y — 3y = v/125, amib6l y = v/125. Tehat AQ = 3-v/125 =15 - /5.
Megadhat6 PQ a két szakasz hosszaval:

PQ-AP+aQ- V0 15 5 120

Mivel PQ az atfogoja az PCQ derékszogl haromszognek (a belss és a kiils6 sz6g mindig merdleges egymaésra), azért
CP? 4+ CQ? = PQ?. Ezek alapjan a kérdéses négyzetosszeg:

120 2 1202.5
<—-\/5)— o~ 1469.39.

7

9. Hatarozzuk meg a kévetkezd hatdrozott integrdlok értékét:
4

a) / (2% — 22 + 2) da;

—1
T

b) / (x + cosx) dx;

—T

2

0 [t

1

d) /(2x +1)" da.
0
Megoldas.



](x—l—cosx)dw = {%2 —i—sim:zc]ﬁ7T = (%2 +sin7r> _ (# +Sin(—7r)> _
= sinm — sin (—7) = 0.

2
J(e=2) do=fer —mel)} = (- m2) ~ ) = - c -2
1

1 1
/(233 +1)de = / (162" + 322% + 242® + 82 + 1) dz =
0

0
$5 I4 .IS xQ 1
—16- = +32- - +24- = 48 - — 4=z
1 ERRE T

5
1 121
*—6+8+8+4+1:T.



