Megoldasvazlatok a 2013 /2. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

Ratké Eva és Schmieder Laszlo
Budapest

I. rész

1. Hdny olyan kildnbézd téglatest van, amelyre teljesiil, hogy éleinek hossza egész szdm, térfogata 15 000 egység, és
a hdrom él hosszdnak legnagyobb kizés osztdja 57
(12 pont)

Megoldas. Az élek hosszanak legnagyobb kozos osztdja 5. Vagyis a harom él hossza 5a, 5b és 5¢, ahol (a,b,c) = 1.
. 15 000
Mivel 3
legnagyobb ko6zos osztdja 1, szorzata 120, és mivel a szamok sorrendjétsl eltekintiink, azért a < b < c.
Tudjuk, hogy 120 = 2% - 3. 5.
Ha a = 1, akkor bc = 120, és mivel 120 osztoinak szama d(120) = 4-2-2 = 16, és 120 nem négyzetszam, azért

= 120, azért abc = 120. Tehat az a kérdés, hogy hany olyan a, b, ¢ pozitiv egész szdm van, amelyek

16
ekkor — = 8 megfelel§ szdmhéarmas van.

Ha a = 2, akkor bc = 60, és méar csak a b,c > 2, b < c eseteket keressiik. Ha b és c¢ is oszthatd lenne 2-vel,
akkor (a, b, c) = 2 lenne. Tehat csak az egyikiik oszthatd 2-vel, s6t, ezek szerint 4-gyel. Tehat az egyik lehetség, hogy
b= 221 és ekkor ¥'c = 15. Ez csak ugy lehet, ha b =14 és ¢ = 15. A masik lehetSség, hogy ¢ =4 - ¢, ekkor b = 3,
¢ =20 vagy b =5 és ¢ = 12. Tehat 3 ilyen megfelel§ szimhérmas van.

Ha a = 3, akkor be =40 =235, b,c>4, b<c.Ekkorb=4,c=10vagy b="5, c = 8.

Ha a = 4, akkor az egyetlen megoldas b =5 és ¢ = 6.

T6bb lehetdség nincs, hiszen 5% > 120.

Tehat Osszesen 8 + 3 + 2 + 1 = 14 megfelels téglatest van.

2. Oldjuk meg az kévetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:

a) Vo —vVr+2=2;

b) log, = 4 log, = + logg z = log, ¢ 2°. 13 pont
2 4 8 16

Megoldas. a) Az egyenlet alaphalmaza az © > va + 2 és az x + 2 > 0 egyenl6tlenségekbdl szamithato. Az elsgbdl
egyrészt © > 0, méasrészt ° — x — 2 > 0 adodik, azaz @ € [2; +oo[. A masodik egyenlStlenség megoldasa = € [—2; +o0].
Az alaphalmaz tehat a [2; +o00[ intervallum.

A megoldashoz emeljiik négyzetre és rendezziik az egyenletet:

r—vVr+2=4,
x—4=vVzr+2.

Lathato, hogy csak = > 4 esetén lehet megoldast talalni. Ujabb négyzetre emelés és rendezés utan
2 — 9z + 14 =0,

amibsl 1 = 7 és xo = 2. Mivel a mésodik gyok kisebb 4-nél, azért nem megoldas. A 7 benne van az alaphalmazban,
és ellenérzéssel meggy6zédhetiink a helyességérdl, igy az egyenlet egyetlen megoldasa z; = 7.
b) Az egyenlet alaphalmaza a pozitiv valos szamok halmaza. Hozzuk kozs, 2-es alapra a logaritmusokat:

logoz  logoz  logya®

1 = .
0827+ logo4  logy,8  log, 16

A nevezdk kiszamitasa és a logaritmus argumentumaban 1év6 hatvanyra vonatkozo azonossag alapjan a

logox  logox  3-logyw
2 3 4

logy x +

egyenletet kapjuk. Rendezve:

12log, « + 6logy x + 4logy 2 = 9log, z,
22logy, x = 9log, x,

azaz 13logy x = 0. Mivel az = — log, x fiiggvény szigortian monoton ng, és x = 1-nél értéke zérus, azért az x =1
a kapott egyenlet egyetlen megoldasa.

Mivel az 1 benne van az eredeti egyenlet alaphalmaziban, és végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink, azért
az eredeti egyenlet megoldasa: x = 1.



3. Csalddunk szokdsait megfigyelve annak a valdszinisége, hogy egy nydri délutan sétdlni megyink 0,6. Ha otthon
maradunk, akkor 0,25 annak a valdszinisége, hogy fagyizunk. Annak a valdszinisége, hogy fagyizunk 0,2. Mennyi egy
nydri délutdn annak a valdszinisége, hogy

a) otthon maradunk és fagyizunk;

b) sétdlunk és fagyizunk;

¢) fagyizunk, ha sétdlni megyink? (13 pont)

Megoldas. Jelolje S azt az eseményt, hogy sétalni megyiink, F' pedig azt az eseményt, hogy fagyizunk. Ekkor
nyilvin S = otthon maradunk és F = nem fagyizunk.

a) A feladat szovege szerint a kovetkezs valoszintiségeket tudjuk: P(S)=0,6,
P(F|S) = 0,25, P(F) = 0,2. Ezekb6l P(5) =1 — P(S) = 0,4 és P(F) =1— P(F) =038,

A feltételes  valoszintiség — definicidja  alapjan — P(F|S) = PIEFES), amibsl  P(FS)
=0,25-0,4=0,1. (%)

Annak a valosziniisége, hogy otthon maradunk és fagyizunk 0,1.

b) Mivel P(F) = P(FS) + P(FS), azért P(FS) = 0,2 — 0,1, azaz annak a valészintisége, hogy sétalunk és fagyi-
zunk 0,1.

¢)

P(FS) 01 1

P(F|S) = —~ 20 = = = —
(F15) P(S) 06 6
4. Adott az f: x — 2® fiigguény. a) Adjuk meg az f fiigguénygorbe azon érintdinek egyenletét, amelyek meredeksé-
ge 12.
b) Szamitsuk ki az érintési pontok egymdstol vald tdvolsagdt.
c¢) Allapitsuk meg, hogy milyen tdvol vannak egymdstol az érintdk. (13 pont)

Megoldas. a) f' = 322, mely akkor lesz 12, ha 2 = +2. Az érintési pontok tehat Ei(—2; (—2)3) és Es(2; 23),
vagyis E1(—2;—8) és F1(2;8).

Az érintdk egyenlete e1: y = 122 + 16 és eg: y = 122 — 16.

b) A két pont tavolsaga: d(E1 Ey) = \/42 + 162 = 4V/17.

¢) Mivel a feladatban szerepld fliiggvénygorbe paratlan fokszamu origon d&tmend polinom, azért szimmetrikus az ori-
gora. Ebbdl kovetkezik, hogy a két adott meredekségii érintGje is szimmetrikus az origora. A két egyenes tavolsiga ezért
szamolhato gy, hogy az egyik egyenes és az origd tavolsagat megduplazzuk. Irjuk fol tehat az egyenesekre meréleges,

origon atmend egyenest: y = 3 Ennek és e;-nek metszéspontja P (m; m) Tehét a keresett tavolsag:
2 2
— —192 16 v/ 148 480
d=2P0 =2/ [ =2 + (=) = Y2222 L 9 6575.
145 145 145

Megjegyzés: A c) résznél pont és egyenes tavolsaganak képletével gyorsabban is célhoz érhetiink. Ehhez e; egyenletét
irjuk a kovetkezs alakba: 0 = 122 — y + 16. A két érint6 tavolsaga megegyezik Eo(2;8) és ey tavolsagaval.

12.2-1-8416| 32
d = + 101 ~ 2,6575.
122 + (—1)? V145

II. rész

5. Egy golyot beletettiink egy olyan edénybe, amelynek a belsd része csonkakip alaki, és 8 cm magassdgig volt vizzel
toltve. Miutdn a golyct belehelyeztik, a viz éppen nem folyt ki az edénybél. A csonkakip alapkirének és feddokiorének

sugara rendre 2, illetve 5 ¢m, magassdga pedig 4 cm. Mekkora a golyo sugara, ha magassdganak 3 részéig meril bele

a vizbe? (16 pont)
. N o AP o 2 x o 8 a2 T

Megoldas. Tekintsiik az dbrdt. A hasonlosag miatt egyrészt — = ——, amib6l £ = = cm. Méasrészt — = ,

ahonnan k = 4,25 cm. 5 w44 3 ko xz+3

Az 1 cm magassagu, 5 cm, illetve 4,25 cm alapkori csonkakip térfogata

| 64,31257

Vesk = = - [1- (5 + 4,25 +5-4,25)] = —5 (cm?).

w| 3



Ez a térfogat egyenlS egy olyan gombszelet térfogataval, melynek sugara a keresett r sugar, magassiga pedig
2 3

m=g- 2r = 3" mivel a goly6é a magassaga 1 részéig meriil a vizbe.
2
T T 4 4 m 80 64,3125
Vesz = §m2(3r —m) = e (g?") : (3r - §T) =35 r? = —5 (cm?),

amibdl r ~ 2,7895 cm. Tehét a golyo sugara 2,7895 cm.

6. Az Ujpesti Fa- és Fémipari Szakiskola 1j épiiletében 1927-ben kezdddott meg a tanitds. Az iskola egy Gtszogd
telekre épiilt, melyrél a helytorténeti ujsdg a kéovetkezdket irja: ,A Gorgey it és a Szent Imre utca 49,4°-0s szoget zdr
be egymdssal, egyenes vonali 229 m -es és 195 m -es telekmérettel. A Corvin utcai telekhatdr 44,1°-0s szégben torik
a Gdrgey 1t felé 104 m hosszon, majd homori szégben 49 m-en északi irdnyt vesz és innen eqgy révid szakaszon zdrul
a Szent Imre utcai telekhatdr végpontjdhoz.” Tudjuk még, hogy a Girgey it +2,9°-0s széget zdr be a K-Ny-i irdnnyal,
és a telek délnyugati sarokpontja a Gorgey ut és a Corvin utca keresztezddése. Szamitsuk ki a telek teriletét. (16 pont)

Megjegyzés. A feladat megfogalmazasa nem volt egyértelmd. A megoldas a valédi telekkel szamol. Természetesen
elfogadhat6 minden tovabbi helyes értelmezés.

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Tekintsiink el6szor az ABE haromszoget. Irjuk fel ra a koszinusztételt:
EB? =104% + 2292 — 2104 - 229 - cos 44,1°,
amibél EB ~ 170,44 m. Ugyanebben a haromszogben a szinusztételt felirva:

sin ABE< 104

sin44,1° 170,44

Mivel ABE< < 49,4°, azért ebb8l ABE< =~ 25,13° kovetkezik.
Az EBC haromszoghen CBE< = ABC< — ABE< = 24,27°. A koszinusztételt felirva:

EC? =170,44% + 1952 — 2. 170,44 - 195 - cos 24,27°,
amib6l EC = 80,49 m. Irjuk fel a koszinusztételt az E£BC haromszogre:
1952 = 80,49% + 170,44% — 2- 80,49 - 170,44 - cos CEB<.

Ebbél cos CEB< =~ —0,090 99, és igy CEB< ~ 95,22°.

Mivel EFB< = 90° — 2,9° = 87,1°, azért BEF< =~ 180° — 25,13° — 87,1° = 67,77°. Innen CED< = 180° —
BEF< - CEB<« =~ 17,01°.

A telek teriilete:

T

tABe +tEBc +tEcD =

1
5(104 - 229 -sin44,1° + 195 - 170,44 - sin 24,27° + 49 - 80,49 - sin 17,01°) ~
~ 15694,39 (m2).



7. Tekintsink eqy 6 pontu teljes grdfot.
a) Hdiny 3, 4, 5, illetve 6 cstcsot tartalmazd kor van ebben a grifban?
b) Hdiny 3, 4, 5, illetve 6 csicsot tartalmazo kor lesz benne, ha egy élet elhagyunk?
(16 pont)

6 6 41
Megoldas. a) 3 cstcsi: ( ) = 20, mert 3 cstcshoz csak egy kor tartozik. 4 csicsu: 1) 13 15-3 = 45,

mert 4 csics esetén 4!-féleképp valaszthatjuk ki a csucsok sorrendjét, de mindegy, hogy melyik cstics az elsé (osztunk
4-gyel), illetve a csucsok egy adott sorrendje esetén a forditott sorrend ugyanazt a kort adja (osztunk 2-vel).
6!

6 5! 6
Hasonlé gondolatmenettel az 5 csticst korok szama <5> =612 = 72, a 6 cstcstaké pedig (6) 5.3~

5.2
1-60 = 60.
b) Nézziik meg, hogy hany korrel lesz kevesebb az él elhagyasa miatt az egyes esetekben. Azokat a koroket hagytuk
el, amelyeknek az egyik éle a kivalasztott él, a tobbi csics pedig a masik négy csicsboél volt kivalasztva. 3 cstcs esetén:

4 4
a maradeék 4 cstucsbol kell valasztani 1-et, ez <1> = 4 lehetGség. 4 cstcs esetén: <2) -2!'=6 -2 = 12 kor, mivel az adott
4
él egyik cstcsat kivalasztva, ahhoz 2 csticsot valaszthatunk stb. 5 cstics esetén: <3> -3!'=4.6 = 24 kor, 6 cstcs esetén
4
pedig (4) <41 =124 = 24 kor. Tehét a korok szama rendre 20 — 4 = 16, 45 — 12 = 33, 72 — 24 = 48 és 60 — 24 = 36.

8. Egy szabdlyos, két egység oldali n-szég (n > 3) mindegyik csicsa, mint kézéppont koré eqység sugari kort irunk.

a) Adjuk meg n figgvényében annak a kérnek az r,, sugardt, amely a sokszig csicsdba irt kérok mindegyikét érinti
a sokszog belsejében.

b) Milyen n értékekre lesz ry, értéke 2013-ndl nagyobb? (16 pont)

Megoldas. A kor kézéppontjat a sokszog csicsaval 6sszekots szakasz hossza egyenld a két kor sugaranak 6sszegével,
vagyis (rn + 1)-gyel.

a) Az dbrdn lathato derékszogt haromszoghol = sin z, ahonnan
n

Tn +

- ,1W — 1> 2013,

sin
1
— > 2014,
S n

. 7T< 1
S S %0147

Mivel ~ € }O, f}, azért
n 2

% < 0,000 496 52,

v
T 632722,
"> 5000 496 52 0327

Tehat n > 6328 esetén lesz r, értéke 2013-nal nagyobb.

Ty =



9. Egy bergengdc egyetemi hallgaté tanulmdnyai 3 évében didkhitelt vett fol. Az elsd tanév szeptemberétdl minden
honap elsd napjdn 25 000 Fit-ot kapott. A kamatszdamitds havonta torténik iddardnyos (linedris) kamatszdmitds szerint,

t-k
vagyts a bank a havi kamat Osszegét a —— képlet alapjin szdmitja ki, ahol t a téketartozds, és k az aktudlis éves

kamatldb. A tdrgyévben meg nem fizetett kamat tékésitésére évente, december 31-i értéknappal keril sor. Tegyiik fol,
hogy a hitel felvétele és visszafizetése alatt a kamatldb végig 9%.

a) Mekkora a végzett didk téketartozdsa a tanulmdnyok befejezését kivetd honap (jilius) elsd napjin?

b) A didk a tanulmdnyok befejezését kovetd szeptember elsd napjdatdl a tartozds teljes kiegyenlitéséig minden ho-
napban 25 000 Fi-tal (illetve az utolsé hénapban a fennmaradd dsszeggel) torleszti felvett hitelét. A havonta téorlesztett
osszeg eldszar csak o felgyilt kamatokat csokkenti, majd azok elfogydsa utdn minden hénapban a téketartozdst is. Hiny
honapig tart igy a teljes hitel visszafizetése? (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 naptari év utolso napjan a t6ketartozas 100 000 Ft. Az ezen idGszakban felgytlt kamat

0,09

(43 +24 1) =5 - 25 000 = 1875 F.

A kovetkezd naptari évben a tSketartozas 101 875 Ft-rél indul, az év utolsé napjan 300 000 Ft-tal tobb, tehat

401 875 Ft. Az ebben az évben felszamolt kamat
0,09
(I24+11+...4+1)- f'25000+101 875-0,09 = 23 794 Ft.

A harmadik naptari év elején a tGketartozas 425 669 Ft, év végén pedig 725 669 Ft. Az ebben az évben felgytilt
kamat 52 935 F't.

A negyedik naptari év elején a téketartozas 778 604 Ft, julius els6 napjan pedig 928 604 Ft.

b) A negyedik naptari év elss felevében felgyilt kamat 38 975 Ft. A kovetkezd két honapban ehhez még hozzajon
13 939 Ft kamat, ami igy Gsszesen 52 904 F't.

A kovetkezd harom honapban a kamat mindig 6965 Ft, a torlesztés pedig 25 000 Ft. Igy november végére az addig
felgytlt kamatot kifizeti és még a téketartozasbol is torleszt 1202 Ft-ot.

December 1-jén a téketartozas 927 402 Ft. Ezutan minden hénapban kifizeti a kamatot és a tSketartozasbol is
torleszt. n honap eltelte utan a téketartozés:

(...{{927402- (1+0£9> —25000} . (1—1—%) —25000}...).

Akkor fizeti vissza a didk a kolcsont, ha ez az érték nem pozitiv. Ebbsl a kovetkezs egyenlStlenséget kapjuk:

927 402 - 1,0075™ — 25 000 - (1,0075" " 4+ 1,0075" > + ...+ 1,0075+ 1) < 0.

Ebbdgl a mértani sorozat Osszegképletének felhasznalasaval:

1,0075™ — 1

1,005 -1 =

0,278 220 6 - 1,0075™ — (1,0075™ — 1) < 0,

—0,727 794 - 1,0075" + 1 <0,
1,3740 < 1,0075™,
1g1,3740 < nlg1,0075,

42,522 < n.

927 402 - 1,0075™ — 25 000 -

Tehat 3 + 42 = 45 honapig kell 25 000 Ft-ot fizetni, az utols6 honapban ennél kevesebbet, vagyis 46 honap a teljes
visszafizetés ideje.



