Harom egyszerti népességdinamikai modell

1. Bevezetés

Ebben az irasban a népességdinamika modellezésébe szeretném bevezetni azokat az igényes kozépiskolasokat, akiket
érdekel a tarsadalmi jelenségek matematikai megfogalmazasa.

Az egyes orszagok népességének (létszamanak és korosszetételének) alakulasa gazdaséagilag és politikailag egyarant
érdekes. Mikozben a harmadik vilag jelentGs részében még tart a népességrobbands, a fejlett vilag egyes orszagaiban
dramai iitemd népességfogyas és oregedés tapasztalhato. Példaul Magyarorszdgon az 1980-as 10,7 milliés népesség-
maximum elérése 6ta ma mar 10 milli6 ala cs6kkent a létszam. De ennél sokkal silyosabb a nemzedéki (korosztalyi)
aranyok eltolodésa: jelenleg az idGsek (60 éven felettiek) ardnya 20%, de 2050-re 40% varhato. Nem nehéz belatni,
hogy ezek a fejlemények fesziiltségekhez vezetnek a nyugdij- és az egészségligy teriiletén, bar az optimistédk szerint
az id&sek egészségi allapotanak folyamatos javuldsa nyomén jelent&sen emelkedik majd az idések munkakinélata, s ez
enyhiti e fesziiltségeket.

A tarsadalmi problémak jelentGs részét matematikailag modellezziik, akarcsak a természettudomanyos problémékat.
a) Egy jo modell elGsegiti a probléma megértését, és b) a kordbbi problémék megoldasdban nyert tapasztalatokat
alkalmazhatova teszi az tjabb probléméak kezelésében. Hasonlatokkal élve: a) mas léptéket varunk egy Budapest-
térképtsl, mint egy Magyarorszag-térképtsl. Mindkét térkép lehet jo is, rossz is, a céltél fiiggGen. Ha Budapestrél
Debrecenbe autézunk, akkor orszagos térképre van sziikségiink; ha Pestrél Budara megyiink, akkor viszont fGvarosira.
b) Ha tudjuk, hogy mitdl fiigg az inga lengésideje, akkor megeértjiik az elektromos dramkorok rezgéseit is.

Mar lattuk, hogy a demografia fontos. Azt szeretném igazolni, hogy elméletileg is érdekes, és gazdag modellezési
lehet6ségei vannak. Harom modellt mutatok be. Az els6 modell annyira egyszerd, hogy alig érdemli meg a modell
nevet: az év eleji népesség egyenls az el6z6 év eleji népességgel + sziiletések — haldlozasok. Ha feltessziik, hogy mind
a sziiletésszam, mind a haladlozésszdm aranyos a népességgel, akkor egyszeriien alakul a népességszam stb.

A masodik és harmadik modell k6z6s alapfeltevése, hogy az egyes korosztalyok ugyanannyi évet fognak at. A maso-
dik modellel a gyermekek—sziil6k-nagysziil6k nemzedékeinek egyiittélése irhato le. (Természetesen a nagyszilsk a szii-
16k sziilei, de ezt a bonyodalmat figyelmen kiviil hagyhatjuk.) Kulcsszerepet jatszanak az atmeneti valoszintségek,
amelyek azt mutatjik, hogy egy adott gyermeknemzedék hanyad része lesz sziils, illetve nagysziils. A termékenységi
egylitthato pedig azt mutatja, hogy egy atlagos csaladban hany gyermek van. A harmadik modellben eltekintek az id6-
kozi halandosagtol, elhagyom a nagysziilket, de felbontom a sziilket fiatalabb és idgsebb részre. Nemcsak kvalitativ,
de kvantitativ eredményekhez jutunk: hogyan fliggnek a népesség novekedési liteme és korosztalyi aranyai a talélési
valoszindségektdl és a termékenységi egyiitthatotol?

Az elemzésben elGszor felirjuk az alapOsszefiiggéseket, majd egyszertsitésként feltessziik, hogy a termékenységi
egylitthatok és tulélési valoszintiségek id6ben allandok: an. stabil népesség. A linearis differenciaegyenlet-rendszerek
elméletet menetkozben elmagyarazva, majd alkalmazva, érdekes tételeket mondunk ki és bizonyitunk be. Végiil levonok
néhany kovetkeztetést.

2. Sziiletés és halalozas

Bar elvileg minden pillanatban sziiletik egy csecsemd és meghal egy aggastyan, a gyakorlatban célszertitlen évesnél
finomabb bontast népességmodellekkel dolgoznunk. (Elméleti elemzésben azonban jogosult lehet folytonos koreloszlas
alkalmazasa is, de az nagyon elbonyolitja a matematikai elemzést.) A legegyszertibb demografiai modellben nincsenek
korosztéalyok. Eves keretben dolgozva, jeldlje a naptari éveket t = 0,1, ..., a sziiletések szamat By, a halalozasokét Dy,
végiil a népesség év eleji értékét N;. Konnyen belathaté a kovetkezd azonossag:

Neyi =Ne+By— Dy, t=0,1,....

Ha ismerjiik a (B¢) és (D;) sorozatot, és Ny kezdGértéket, akkor ismert a népesség barmilyen évi értéke.

Kicsit tovabbjutunk, ha az adott évbeni sziiletések és a haldlozasok szdmat ardnyosnak vessziik az az év eleji
népességszammal, ahol b; és d; rendre a sziiletési és halalozasi ardnyszam: B; = byN; és D; = d;N;. Behelyettesitve
a méasodik egyenletet az els6be:

Ny = Ny + b N, — dyNy = (1 +b, — dy)Ny, t=0,1,....

Ezzel eljutottunk a legegyszertibb tételhez.

1. tétel. a) Ha a sziletési ardnyszdm minden évben nagyobb mint a haldlozdsi, akkor a népességszam nd. b) Ha
a sziletési aranyszdm minden évben kisebb mint a haldlozdsi, akkor a népességszam csokken. ¢) Ha a sziletési ardnyszdm
minden évben azonos a haldlozdsival, akkor a népességszam dllando.



1. tablazat. Sziiletések, halalozasok, népesség, Magyarorszig, ezer {6

év Sziiletési szam Halalozasi szam Népesség

t By D, Ny
1950 190,4 110,0 9293
1960 146,5 101,5 9 961
1970 151,8 120,2 10 322
1980 146,7 145,4 10 709
1990 125,7 145,7 10 375
2000 97,6 135,6 10 222
2010 90,3 130,4 10 014

Figyeljiik meg, hogy a tételben nem tessziik fel, hogy a sziiletési és haldlozasi aranyok idében valtozatlanok,
csak a kiilonbségiik elGjelérsl beszéliink. A valosdgban nem is volna helyes feltenni, hogy ezek az ardnyok idében
valtozatlanok, hiszen példaul ha egy orszig népességébdl elttinnének a sziil6képes nék, akkor a népesség hosszabb
tavon kihalasra van itélve. Ideje attérni egy realisabb modellre. De még beillesztjiik az 1. tablazatot, amely valogatott
évekre tartalmazza a hazal népesség sziilési, haldlozési és alloméanyi adatait. (Ha a tablazattal akarnénk ellendrizni
az alapegyenlet érvényességét, akkor vagy minden évet fel kellett volna tlintetniink, vagy Osszesiteni kellett volna
az évtizedes sziiletéseket és halalozasokat!)

3. Gyermekek, sziil6k, nagysziilok

Mostantol kezdve a népességet korosztalyokra tagoljuk. A kozépiskolai keretekre vald tekintettel azonban az éves
bontasnal joval durvabb tagolassal éliink: csak 3 nemzedéket kiilonboztetiink meg. Ebben a modelliinkben gyermekeket,
sziil6ket és nagysziilGket kiilonboztetiink meg. Legyen egy elemzési idGszak hossza 25 év, ezt régen emberoltének
nevezték. A naptari idészakok indexe t = 0,1,... .

Legyen a t-edik idGszakban a gyermekek szama K, a sziil6ké W, és a nagysziil6ké P;. A népesség teljes 1étszé-
ma Ny = Ky + Wy + P,. A demografusok megkiilonboztetik a kdvetkezd harom fiiggdségi hanyadost, ahol a sziil6k
létszamahoz viszonyitjak a gyermekek, a nagysziilsk, illetve a gyermekek és a nagysziil6k 1étszamat.

Fiatalkori fiigg6ségi hanyados:

K
ky = —.
T
Idéskori fliggéségi hanyados:
I
pt = Wt
Teljes fiiggGségi hanyados:
K:+ P,
dy=——=k .
t W, t + Dt

Ezek a hanyadosok mutatjak, hogy milyen teher harul a sziilgkre a gyermekek és a nagysziilsk eltartasaban. (Az eltartas
sz0 nem azt jelenti, hogy a gyermekek és az idGsek henyélsk!) Példaul a gazdasagi fejlédés korai szakaszaiban a fiatalkori
fiiggGségi hanyados nagyon nagy, 1 kozeli, nehézzé téve a magas szinvonalt koételezs iskolai képzés finanszirozasat.
A fejlédés kés6i szakaszaban viszont az idéskori fiiggdségi hanyad nagy, 1 kozeli érték, megdragitva a nyugdij- és
egészségiigyi rendszer finanszirozasat. A teljes fiiggdségi hanyad viszonylag stabil. A 2. tablazat a magyar népességre
mutatja be e mutatok alakulasat (azonban ideiglenesen lemondva arr6l a kulcsfeltevésiinkrdl, hogy a korosztalyok
azonos szamu évjaratot tartalmaznak).

2. tabldzat. Korosztalyi és fiiggségi hanyadok alakulasa Magyarorszagon
Gyermekek Idssek Id6skori Teljes

Ev aranya fligg6ségi hanyad
t K /Ny Py /Ny Dt dt
1970 0,283 0,131 0,224 0,706
2000 0,236 0,146 0,236 0,618
2050 0,189 0,262 0,477 0,821

Megjegyzés: gyermekek: 0-19 év, idGsek: 65—. 2050: elérejelzés.

Visszatériink az azonos szdmu évjaratokat tartalmazd modellhez. Az adott korosztaly létszamcsokkenését a 0 és
1 kozti oy és w; pozitiv szadmok, az Un. tulélési valdsziniségek hatarozzak meg, amelyek feltevésiink szerint kiviilrél
adottak:
Wt = Oéth_l és Pt = WtWt—l-



Az id6ben valtozo ¢; termékenységi egyiitthato pedig kapcsolatot teremt a sziil6k és a gyermekek szama kozott:
Ky =W, o1 > 0.

Megjegyezziik, hogy korabban nagyfokd volt a gyermekhalandosag, s ezen beliil a csecsemd halandoésag. Példaul
100 évvel ezel6tt hazankban még minden 6tddik csecsemé meghalt 1 éves kora el6tt, és még 50 évvel ezel6tt is minden
huszadik csecsem6 meghalt. Ma méar a csecsemhalandosag gyakorlatilag megsztint. Magas csecsemGhalandésag esetén
félrevezetd termékenységi egyenletiink. Hasonld a helyzet a sziil6i és a nagysziil6i halandosaggal.

A termékenységi egyiitthatd altalaban tort szam, s ez csak gy értelmezhets, hogy vannak csalddok, ahol 0, 1, 2
stb. szdmu csecsemg sziiletik, és ezek gyakorisdga id6ben valtozik, jeliik fo+, fi+, f2,, f3,:. Képletben:

0r=fre -1+ for- 24 f30-34+....

A tovabbiakban e bonyodalommal nem foglalkozunk.

Szokés korfarol beszélni, amikor a vizszintes tengelyre mérjiikk f6l a korosztalyok létszamat, és a fligg6legesre
a korosztaly életkorét, balra a nékét, jobbra a férfiakét. Mi az egyszertiség kedvéért egynemi népességet modelleziink,
elhanyagolva a férfi és n6i szaporodasi szerepek kozti alapvets kiilonbségeket. Barmilyen visszasnak latszik e feltevés,
a demografidban nagyon elfogadott és hasznos. Az interneten szamos valosagos és képzelt korfat taldlhatunk.

A rendszer dinamikijanak meghatarozasahoz meg kell adnunk két kezddértéket: W_q-et és Wy-t. Ekkor meghaté-
rozhatdé Py = woW_; és Ko = @oWy stb. De mélyebb értelemben W_;-re nincs igazabdl sziikségiink. Ha ismert Wy,
akkor ismert Ky is, és abb6l mér ¢ > 1-re minden ismert.

A 3. tablazat szemlélteti az idealizalt kinai népességdinamikat, halandosag nélkil: oy = 1 és wy = 1. Szamolasi
konnyebbség kedvéért a kezds idGszak sziilGinek létszaméat vessziik 1 egységnek. Abszolat szamokra gondolva 1950-ben
Kinanak koriilbeliil 0,5 millidrd lakédja volt, jelenleg pedig koriilbeliil 1,4 millidrd lak6ja van. Ismert, hogy 1925-1975
kozott a sokgyermekes csalad volt tipikus Kindban, vegylink példaul 4 gyermeket: g = 2 volt (egy csalad 2 felnSttbol
allt, a férjre és a feleségre 2-2 gyermek jutott). Aztan a Mao Ce-tung haldla utan a kirakatpereket taléls kinai politikusok
végre valahara felfedezték, hogy egy ilyen gyorsan szaporodd népesség nem fér el Kindban, és hajtikanyart téve,
bevezették az egygyermekes csaladmodellt, o1 = 0, 5-del. De a késleltetés miatt a népességszam egyeldre nem csokken.
Nagyon elnagyolt modelliink 2025-ig var, hogy visszatérjen a kétgyermekes csalddmodellhez, de akkorra méar felére
csokkenne a népesség.

3. tabldzat. Stilizalt kinai népességdinamika

Teljes
Modell- Negyed- Termé- Gyermek Sziil6k Nagysziilck Osszesen fligg6ségi
id6 szazad kenység létszama, hanyad
t - ot Ky Wy Py Ny dy
-1 1925— 2 2 1 0,5 3,5 2,5
0 1950- 2 4 2 1 7 2,5
1 1975- 0,5 2 4 2 8 1
2 2000- 0,5 1 2 4 7 2,5
3 2025- 1 1 1 2 4 3

A 3. tablazat utolso oszlopa élesen megvilagitja a kinai gazdasagi csoda egyik forrasat: az elmult évtizedekben
a teljes fiiggsségi hanyad 2,5-r6l ideiglenesen 1-re csokkent, de majd vissza fog térni a magas értékre.

A népességtudomanyban kiemelkedS szerepet jatszik az un. stabil népesség fogalma. Egy népességet stabilnak
neveziink, ha a korosztalyi ardnyai adllandok. Képletben:

ky =Fko és Pt = Po, t=0,1,...,

Fontos specidlis eset a staciondrus népesség, azaz amikor nemcsak az aranyok, de maguk a korosztalyi létszamok is
allandok. Képletben:
Ki=Ky és Po=F, t=01,...,
Legegyszertibben alland6 termékenységi és tlélési paraméterértékekkel lehet stabil népességeket elgallitani. Tegyiik
f6l, hogy v = ¢, vy = @ és wy = w.
Ekkor belathato a kovetkezs tétel.
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v=oap. Hao v =1, akkor a népesség staciondrius.

Bizonyitas. Behelyettesitve W, = aK;_1-t Ky = oWi-be: Ky = paK;_1, azaz a gyermekszam mértani sorozatot
alkot, v hanyadossal. A K; = ¢W, termékenységi egyenlet alapjan ugyanez igaz a szil6k létszamara is. Végil P, =
wWy_1 szerint az id6sek 1étszama is ugyanazzal a névekedési iitemmel né6. O

Erdekes a fiiggdségi hanyadosok alakulasa.



3. tétel. Stabil népesség esetén a fiatalkori figgdségi hanyados ki = @, az iddskori fiiggdségi hdnyados pr = w/ (),
mig a teljes fliggdségi hdanyados dy = ki + py.

Bizonyitas. A fiatalkori fliggGségi hanyados

:SDWt:

k
t W,

Az id6skori fliggdségi hanyados
_ bk W w O
Wiw Wy g’

Y43

Erdekes, hogy adott o, w tulélési valoszintségek mellett a d teljes fiiggdségi hanyados a minimumét a

w
*
- = —
o

termékenységi egyiitthato esetén éri el. Valéban, a szdmtani és a mértani kdzép Gsszehasonlitasa alapjan

ap \/a

teljesiil, és a bal oldal a minimumat a két tag egyenlGsége esetén éri el, azaz tényleg ¢ = ™.

4. Fiatal és idss sziil6k modellje

Tobb szempontbdl is érdemes mddositani az elébbi modellt, és a sziil6kon beliill megkiilonboztetni a fiatal és az id&s
sziil6ket. Ez annak felel meg, hogy az id@szak hosszat leroviditjiik 25-r6l 15 évre. Az egyszertiiség kedvéért eltekintiink
a termékenység és a halandosag valtozasatol: a stabil népességre szoritkozunk. S6t, eltekintiink a halandosagtol, és fel-
tessziik, hogy senki sem hal meg id6 el6tt. Mint matematikailag felesleges toldaléktol, szintén eltekintiink az id6sektdl,
pontosabban a terméketlen idsektsl. A fiatal sziil6k szaméat Uy, az idGs sziilskét pedig V; jeloli; a fiatal és az idGs
sziil6k termékenységi egyiitthatdjat rendre x és 1 jeloli.

Ujra felirjuk az alapegyenleteket, de most megbontva a két sziil6i kategoriat.

Tulélési egyenletek:

Uy=Ki 1 & Vi=Ui_1=K; o
Termékenységi egyenlet:

Ki=xUs+9V;, x>0, ¢>0.

Az elemzés el6tt a 4. tablazattal szemléltetjlik modelliinket. Legyen x = ¢ = 0,5 és K_1 = 60 000 és Ky = 40 000.
Latni fogjuk, hogy ¢ = 1 miatt a népesség egy stacionarius népességhez tart.

4. tabldzat. Szamitott népességdinamika
Idészak Gyermekek Fiatal sziilsk 1dés sziilsk

t K U; Vi

0 40 000 60 000 —

1 50 000 40 000 60 000
2 45 000 50 000 40 000
3 47 500 45 000 50 000
4 46 250 47 500 45 000
) 46 875 46 250 47 500
6 46 563 46 875 46 250
7 46 719 46 563 46 875
8 46 641 46 719 46 563
9 46 680 46 641 46 719

Akinek jo szeme van, az lathatja, hogy a folyamat tart egy végallapothoz, ahol K* = U* = V* = 46 667.
(A hatarérték valojaban egy végtelen tizedestort: 46 666,666 . .., de ennek nincs gyakorlati jelentGsége.)

Visszatériink az elméleti elemzéshez. Behelyettesitve a tulélési egyenleteket a termékenységi egyenletbe, egy érdekes
rekurziot kapunk az egymaést kdvetd gyermekszamok kozott:

Ky =xKi—1+yvKi—o, t=0,1,... K_i, K_o adott.



Ilyen feladatot elGszor Fibonacci pisai matematikus vizsgalt elGszor 1202-ben, de 6 nem tudta a megoldast zart alak-
ban elsallitani. Szerencsére 1740 koriil
Leonhard Euler talalt egy viszonylag egyszert moédszert az an. mdsodrendd homogén linedris rekurzio megoldéasara, ezt
ismertetjiikk a kovetkezSkben. (Egyébként Euler volt a valaha élt egyik legnagyobb és legtermékenyebb matematikus,
a stabil népesség elméletét is 6 dolgozta ki.)

Most is mértani sorozat alakjaban keressiik a megoldast: K; = xAf, ahol & és \ valés szamok. Behelyettesitjiik
a feltételezett megoldast a rekurzidba:

)\t — XAtfl 4 1/}>\t72.

Egyszertsités utdn a
A=\ + )

maésodfoki egyenlethez jutunk. Ennek az egyenletnek két kiilonb6z6 valos gyoke van, és ezek linearis kombinaciojaként
adodik a megoldas. Pontosabban a kovetkezs igaz.

4. tétel. a) A rekurzid dltaldinos (kezdeti értékidl fiiggetlen) megolddsa
K; = I<61)\§ + 52)\5

alaki, ahol A2 a
M A=y =0

mdsodfoki egyenlet két kilonbozd valos megolddsa, valamint k1 és ke tetszdleges valds szam.
b) Adott kezdeti feltételek mellett a (k1, ko) egylitthatopdr egyértelmien meghatdrozhatd a kovetkezd linedris egyen-
letrendszerbal:
Ko=kKk1+ ko és K_lzlﬂ)\;l—f—ﬁz)\;l.

Bizonyitas. Ha x > 0 és ¢ > 0, akkor a gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése alapjan A1 + X2 = x < 0 és
Mg = —1 <0, azaz Ay > 0> \o > —A1. Ha x = 0, akkor Ao = —Aq; ha 1p =0, akkor Ay = 0.

a) Ha mindkét A\ megoldas kielégiti a rekurziot, ekkor tetszoleges linearis kombinaciojuk is kielégiti. b) Konstruk-
cidja miatt a véilasztott kombinacio kielégiti a két kezdeti feltételt.

Adés maradok annak az igazolasaval, hogy méas megoldéas nincs, ami kétszeres gyok esetén nem is igaz. (Kiilon
bonyodalmat okoz, amikor a méasodfoku egyenletnek nincs valés gyoke, de ez is megoldhato.) g

Tovabb finomitjuk az elemzést. Kizarjuk az atipikus xy = 0 esetet. (A kizart esetben K;;/K; novekedési tényezs
ciklikusan valtozik!) Altalaban nem igaz, hogy a népesség stabil, hiszen két kiilonbdz6 mértani sorozat zavarja egymast.
(A kivételes eset ¥ = 0!) Mivel a negativ gyok abszolat értéke kisebb mint a pozitiv gyok, még inkabb all egyre
magasabb hatvinyaikra, tehédt az aszimptotikus megoldas k1A%, k1 # 0.

Igazoltuk tehat a kovetkezs tételt.

5. tétel. a) Ha x > 0, akkor a K; megoldds aszimptotikusan tart a k1N, pdlydhoz, k1 > 0.
b) Ha x + ¢ > 1, akkor a népesség létszdma névekvd; ha x + ¥ < 1, akkor a népesség létszama csokkend; végil ha
x + ¥ =1, akkor a népesség létszama dllando.

Végiil egy érdekes allitast igazolunk, amely megviladgitja, hogy milyen fontos hatéassal van a stabil népesség nove-
kedési iitemére az, hogy az adott termékenység hogyan oszlik meg a fiatal és az idGs sziil6k kozott. Az egyszertiség
kedvéért tovabbra is eltekintiink az id6 el6tti halalozastol.

6. tétel. Stabil népességen belil rogzitjik a ¢ = X+ egyittes termékenységi ardnyszdmot. a) Csokkend népességben
(p < 1), minél kisebb a fiatalkori szilések ardnya, anndl lassabban csokken a népesség: v(x) < 1 novekvd figguény.
b) Novekvd népességben (¢ > 1), minél kisebb a fiatalkori szilések ardnya, anndl lassabban né a népesség: v(x) > 1
csokkend fiigguény. c) Allandd létszamai népességben (o = 1) a sziiletések eloszlisa kizombos: v(x) = 1.

Bizonyitas. Mar belattuk, hogy a v névekedési tényez6 masodfoki egyenletiink nagyobbik gyoke:

L X TVl —x)
5 :

A v(x) derivalasaval mechanikusan belathato allitdsunk, de elemi meggondolas is segit.
Vegyiink egy csokkend stabil népességet. Ebben a korosztalyok létszama monoton idében csokken. A fiatal sziil6k
létszama kisebb mint az id&seké, tehat szerepiik csokkenése lassitja a népességszam csokkenési iitemét. O

5. Kovetkeztetések



Mondandénk végére értiink. Bemutattunk harom népességdinamikai modellt: az els6ben az életkor alig jatszott
szerepet. A masodikban a sziil6koruak nem voltak megbontva, a harmadikban ketté voltak bontva. A méasodik modell
viszonylag egyszerd volt, és annak elemzésekor még arra is volt médunk, hogy a tulélési valészintiségeket és az id&s-
koruakat is figyelemmel kisérjiik. A harmadik modellben a masodrendi rekurzi6 kezelése annyira lefoglalta erénket,
hogy lemondtunk ezekrél a bonyodalmakrol. Megismerkedtiink viszont egy 4j technikaval, amely elvileg lehet6vé teszi,
hogy tetszSleges korosztilyra bontva elemezziik a népességdinamikai modellt. Ez azonban mar fels6bb matematikai
ismereteket igényelne, és errdl itt lemondtunk.

Simonovits Andras



