Megoldasvazlatok a 2012/9. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

Szamado Laszlo
I. rész

. — 671 — 503

1. Ertelmezziink az R\ {3;4} halmazon az f(z) = < T i 3
T — T —

a) Hatdrozzuk meg az [ fiigguény zérushelyeit.

b) Benne van-¢ az [ értékkészletében a —4177 Ha igen, akkor adjuk meg az értelmezési tartomdny megfeleld elemeit.

(11 pont)

hozzdrendeléssel eqy fiigguényt.

Megoldas. a) Keressiik azokat az = értékeket, amelyre f(x) = 0, azaz oldjuk meg a kovetkezs egyenletet:

2671 w503 _
r—4 x—3

A bal oldalon a torteket irjuk kozos nevezével:

(x —671)(z — 3) — (x — 503)(x — 4)

(= D@ —3) -0

A tort értéke akkor nulla, ha a szamlaloja nulla, vagyis:

(x —671)(z — 3) — (z — 503)(x — 4) = 0,
(2® — 6742 + 2013) — (2 — 507z + 2012) = 0,

—~167z 4+ 1 =0,
1
T=—=.
167

1
Az f fliggvénynek az Te7 2 egyediili zérushelye.
b) Most azokat az = értékeket keressiik, amelyre f(x) = —417, azaz oldjuk meg a kovetkezs egyenletet:

x—671_:v—503

= —417.
T —4 r—3

A bal oldalon a torteket most is k6z0s nevezgvel irjuk, majd rendezziik az egyenletet:

(x —671)(z — 3) — (z — 503)(x — 4) _ 167z 41 417
(x —4)(xz—3) (x —4)(x—3) ’
—167x+1=—417(x — 4)(x — 3),
417 22 — 3086 = + 5005 = 0,
3086 + /30862 — 4 - 417 - 5005 3086 £ 1084

2-417 834

T12 =

1001
Vagyis 1 = 5, x0 = ——

Tehat —417 benne van az f értékkészletében, és f értelmezési tartoméanyanak két megfelelg eleme van, hiszen

f(5) = —417 és f(140—1071) = —417.

2. Egy folydirat éves eldfizetési dija 1750 Ft volt. A kiévetkezd évre ezt megemelték 1800 Ft-ra.

a) Hiny szdzalékos emelésrdl beszélhetink?

Az igazsdghoz az is hozzdtartozik, hogy amikor olcsébb volt a folydirat, akkor ét jelent meg évente, 32, 32, 32, 32 és
28 oldalas terjedelemben. Amikor dragabb lett, akkor évente csak négyet adtak ki, 36, 48, 40 és 44 oldalas terjedelemben.

b) Az eldfizetdk szamdra valdjiban milyen vdltozdst jelentett ez egy oldalra vonatkoztatva?

¢) Mennyivel vdltozott dtlagosan egy folydirat oldalszéma a vizsgdlt két évet dsszehasonlitva?

d) Adjuk meg mind a két évhez a megjelent folydiratok oldalszamdnak szordsdt.
(13 pont)



1800
Megoldas. a) Mivel
egoldas. a) Mive 1750

b) Az el6fizetési dij emelése el6tt 324+32+32+32+28 = 156 oldalt kaptak az el6fizet6k, utana pedig 36+48+40+44 =
168 oldalt. 1750
Az elsfizetési dij emelése el6tt egy oldal ara atlagosan 156 ~ 11,22 Ft volt. Az emelés utan egy oldal ara atlagosan

1800
—— ~ 10,71 Ft lett. Vagyis egy oldalra vonatkoztatva arcsokkenésrol beszélhetiink.

168 10,71
Mivel 1.2
168

c) Az eldfizetési dij emelése el6tt egy Ujsag atlagosan 1—?)6 = 31,2 oldalas volt. Az emelés utan pedig - = 42
oldalas lett.

Vagyis egy folyoirat atlagosan 10,8 oldallal (azaz kb. 11 oldallal) lett tobb.

d) Hasznaljuk a szorasra vonatkozo képletet:

~ 1,029, azért az eldfizetési dij emelése kb. 3%-osnak mondhato.

~ 0,955, igy ez kb. 4,5%-os arcsokkentést jelent.

2

)

D(I)_\/(Il—-f) + (g —a) + .. 4 (2, — )

n

ahol =, 29, ..., z, a szdmsokasag, x pedig a szdmsokasag szamtani kozepe.
Kezdetben a szamtani kozép 31,2 volt, ekkor a szoréas:

2 —31,2)° + (32— 31,2)> + (32 — 31,2)° + (32 — 31,2)° + (28 — 31,2)°
D1(3172)_\/(3 3 7) +(3 3 ,) +(3 53 ,) —|—(3 3 7) _|_( 8 —3 7) _
=16.

Aztan a szamtani kozép 42 lett, ekkor a szorés:

~ 4,47

Da(42) = \/(36 —42)" + (48— 42) Z (40 — 42)% + (44 — 42)°

3. Adott hdarom pont a koordindtarendszerben:
A(980;—1), DB(981;1), C(2'9%%;2.219%6).

Az AB felezdpontjdara tikrézve a C pontot kapjuk a D-t. Hatdrozzuk meg az A, B, C és D pontok dltal meghatdrozott
néqyszog teriletét. (13 pont)

Megoldas. Az AB felez6pontja: F/(980,5;0). A kdzéppontos tiikrozés miatt a négyszog teriilete az ABC haromszog
teriiletének kétszeresével lesz egyenls. Mivel a C' pont masodik koordinataja kétszerese az elsének, azért az OC egyenes

(O az orig6) meredeksége 2. Az adott koordinaték alapjan az AB egyenes meredeksége is 2.
Ezek alapjan AB és OC parhuzamos egyenesek, ezért az OC egyenes tetszbleges pontja az A és B ponttal olyan

haromszoget alkot, amelynek a teriilete egyenlsé az ABC héaromszog teriiletével (hiszen ezeknek a haromszogeknek
az AB oldalhoz tartozé magassaguk azonos hosszusagi). Ezen haromszogek koziil hatarozzuk meg az ABO teriiletét.
Mivel ennek a haromszognek OF a sulyvonala, igy az FBO haromszog teriiletének duplajat kell venniink. Mivel
OF = 980,5, az ehhez az oldalhoz tartozé magassag hossza pedig 1, azért:

980,51

trpo = — tapc =tapo =2 -trpo = 980,5.

A kérdéses négyszog teriilete: T'= 2 -t gpc = 1961.

4 o

B

O F T
A

Megjegyzés. Természetesen a megadott koordinatak segitségével a hagyomanyos szdmoléssal is megkaphato a teriilet.
Példaul az AB egyenes és a C' pont tavolsdga meghatarozhaté. Ez lesz az AB oldalhoz tartozd magassag.



4. Egy forgdskip paldstja olyan negyedkor, melynek sugara 10 cm.

a) Mekkora a kip felszine, térfogata?

b) A kiupot a magassag felénél, az alaplappal parhuzamos sikkal két részre vigjuk. Hogyan ardnylik a két rész térfogata
eqymdshoz? (14 pont)

Megoldas. a) A 10 cm sugard negyedkoriv ¢ hossza lesz a kap alapkorének keriilete:

2-10-
i= Tﬂ = 5.
Az alapkor sugara legyen 7, ekkor b = 2rw, azaz r = 2,5 cm. A negyedkor sugara egyben a forgaskup a alkotdja is

lesz. Tudjuk, hogy a® = 7% + m?, ahol m a kap magassagaval egyenls. A rendelkezésiinkre allo adatok alapjan:

m = a2 —1r2 = /102 — 2,52 = \/93,75.
Most mar minden adatot ismeriink, hogy a felszint és a térfogatot meghatarozzuk:

A=r’r+rra=25"-7+25 710~ 98,2 (cm?),

2 2,52 . 7-4/93,75
V:r73rm: ’ 7T3 ’ z63,4(cm3).

1
b) A levagott kis kup nyilvan hasonlé lesz az eredetihez. A hasonlésag aranya: 3 Tudjuk, hogy a térfogatuk aranya:
1 1
(—)3 = —. Azaz a fenti kis kip az egésznek az 3 része, a lenti csonkakip az egésznek a 3 része lesz.

Vagyis 1 : 7 a két rész aranya.

II. rész

5. a) Igazoljuk, hogy az

a= V15 + 414+ /15 — 414

gyike az x> — 3z — 30 = 0 egyenletnek.
b) Igazoljuk, hogy az z3 — 3z — 18 = 0 egyenletnek a

b= V9+4V5+ V9— 45

az egyedili gyoke. (16 pont)

Megoldas. a) Vegyiik a megadott a harmadik hatvanyat:

a® = 15+ 4V/14 + 15 — 4y/14 + 33/15 + 4/14 /15 — 414 (V15 + 414 + V15 — 4/14),

Mivel a zarodjeles kifejezés a-val egyenld, tovabba tudjuk, hogy

V15 + 4V14%/15 — 4/14 = {’/(15+4\/ﬁ)(15—4\/ﬁ) = Y225 -16- 14 =1,

azért a fenti sor igy irhato:
a® = 30 + 3a, a®—3a—-30=0.

Ez pontosan azt mutatja, hogy az 2 — 3z — 30 = 0 egyenletnek gyoke az
a= V15 + 414 + /15 — 4/14.

b) Szamologéppel megsejthetd, hogy b = 3 (és ez valoban gyoke az 2° — 3z — 18 = 0 egyenletnek). Igazoljuk ezt
a sejtést. Vegylik a megadott b harmadik hatvanyat:

B =9+4V5+9—4V5+3V9+4/5V9— 45 (V9+ 45+ V9—4V5).

Mivel a zarojeles kifejezés b-vel egyenls, tovabba tudjuk, hogy

VoravBY9 - a5 = /(9 +4v5)(9-4V5) = YRT-16.5=1,

azért a fenti sor igy irhato:
b3 = 18 + 3b, b3 —3b—18 =0.



Ez azt jelenti, hogy az x® — 3z — 18 = 0 egyenletnek gyoke a

b= V9 +4V5+ V9 —4V5.

A harmadfoku egyenlet bal oldaléat sejtésiink szerint olyan szorzatté lehet alakitani, amelynek egyik tényezGje x — 3.
A megfelel6 masodfoka tényezs gyorsan megtalalhato: (z — 3) (x2 + 3z + 6) = 0. A maésodik tényezének nincs valos
zérushelye, mert a diszkriminansa negativ. Ezek szerint az eredeti egyenletnek a b az egyediili gyoke (és az valoban
3-mal egyenld).

3 5\3 3—vb5\3
Megjegyzés. Megoldhatjuk a feladatot teljes kob (( +2\/—) és ( 2\/—) ) hasznalataval is.

6. Ibolya torténelemdrdn a kozvetett elndkvdlasztast egy elképzelt orszdg adatain keresztil mutatta meg tanitvinya-
inak:

Bergengdcidt nyolc dlam alkotja, ezért hivatalosan a neve United States of Bergengdcia (réviden USB). Bergengo-
citaban o vdlasztopolgdarok két part kozil vdlaszthatnak, majd a pdrtok meghatdrozott szamai elektorjai vdlasztjak meg
az elnokot a két part egy-eqy jeloltje kézil. Minden dllamban az utolsé népszdamlalds adatai alapjan hatdrozzdk meg
az elektorok szamdt. A most érvényben lévd adatokat a kévetkezd tabldzat mutatja:

Allam neve Valasztok szama Elektorok szdma
Aliforn 283 821 10
Lorida 234171 9
Rizon 179 351 7
Olorad 38 021 3
Labama, 28 221 3
Regon 26 991 3
Ebrasz 5261 2
Laszka 4171 2

Bergengocia lakoi nagyon éntudatosak, igy mindenki él a vidlasztojogaval. Mindenki arra a pdrtra szavaz, amelynek
az elektorjaitol a megfeleld elnokidt reméli. Az a pdrt nyer, amelyik o legtébb szavazatot kapja. Minden dllamban
a megudlasztott part adja az dsszes elektort, és az elektorok ezek utdn szabadon vdlaszthatnak a két jelolt kozott (nem
kiti ket partfegyelem). Minden dllamban az az elnokjelolt lesz a tdmogatott, aki az elektorok tobbségének szavazatdt
birja, és ekkor az dllam dsszes elektori tamogatdsa erre a jeldltre szall. A legtobb elektor dltal tamogatott jelolt nyeri
a vdlasztdst.

a) Hdny vdlaszto €l dtlagosan USB egy-egy dllamdban?

b) Melyik allamban kell a legtdbd, illetve a legkevesebb szavazat egy elektor megudlasztisdhoz?

c¢) Az egyik elndkjelolt nyilatkozata szerint biztosan & lesz a nyertes, mert hdarom dllam tdmogatdsdt is biztosra veszi.
Melyik hdrom dllamra gondolhatott?

d) Nyerhet-e valaki ezen a vdlasztdson, ha a vdlasztdpolgdroknak kevesebb, mint a 20%-a szerette volna, hogy &
legyen az elndk? (16 pont)

Megoldas. a) Adjuk Gssze a valasztok szaméat és vegyiik a nyolcadat:

283 821 + 234 171 + 179 351 + 38 021 + 28 221 + 26 991 + 5261 + 4171

8
800 008

= 100 001.

Vagyis atlagosan 100 001 valaszt6 él USB egy-egy allaméban.

b) Vizsgéljuk a kérdést allamonként. Minden allamban a valasztok szama felének egészrésze és még 1 {6 kell egy
part gy6zelméhez. Ekkor az Gsszes elektort ez a part adja. Vegyiik a valasztok szama felének egészrészét, adjunk hozza
egy f6t, és ezt osszuk az elektorok szaméaval. Az igy kapott hanyadost mutatja a kovetkezs tablazat:

Aliforn 14 191,1
Lorida 13 009,6

Rizon 12 810,9
Olorad 6337
Labama 4703,7
Regon 4498,7
Ebrasz 1315,5
Laszka 1043.

Vagyis Aliforn allamban kell a legtobb, és Laszka allamban a legkevesebb szavazat egy elektor megvalasztasdhoz.



¢) Az elektorok szama: 104+ 947+ 3+ 3+ 3+ 2+ 2 = 39. Minimum 20 elektor tamogatasara van sziiksége egy
jeloltnek a nyeréshez.

Ha Aliforn és Lorida 6t tamogatja (19 elektor), akkor a harmadik allam tetszoleges lehet (mivel mindegyikben
1-nél t6bb az elektor).

Ha Aliforn és Rizon 6t tamogatja (17 elektor), de Lorida nem, akkor a harmadik allamnak minimum 3 elektorral
kell rendelkeznie, azaz csak Olorad, Labama vagy Regon lehet a harmadik.

Lathato, hogy tovabbi lehet&ség nincs.

Vagyis a kovetkezd harmasokra gondolhatott az elndkjelolt:

Aliforn, Lorida, Rizon;
Aliforn, Lorida, Olorad;
Aliforn, Lorida, Labama;
Aliforn, Lorida, Regon;
Aliforn, Lorida, Ebrasz;
Aliforn, Lorida, Laszka;
Aliforn, Rizon, Olorad;
Aliforn, Rizon, Labama;
Aliforn, Rizon, Regon.

d) Ha az elnokjelolt Rizon, Olorad, Labama, Regon, Ebrasz és Laszka allamokban megszerzi a tamogatast, akkor
20 elektorral rendelkezik. Ezekben az 4llamokban a szavazatok tobbségével rendelkeznie kell, tehat mindeniitt minimum
a valasztoi létszam felének egészrészénél eggyel tobben az 6 partjara szavaztak. A minimaélis értékeket Gsszeadva ez

89 676 + 19 011 4 14 111 + 13 496 + 2631 4 2086 = 141 011

szavazatot jelent. Ha a tobbi allamban senki nem szeretné, hogy & legyen a nyertes, mar akkor is a 20 elektorral
141 011
~ 0,176,

megnyerheti a valasztédsokat. Azaz a 800 008 valasztobol 141 011 £6 elegend? lehet a nyeréshez. Mivel 300 003

azért ez csak 17,6%-os tamogatottsagot jelent.
Vagyis nyerhet valaki ezen a vélasztason agy is, hogy a valasztopolgaroknak kevesebb, mint a 20%-a szerette volna,
hogy 6 legyen az elnok.

Megjegyzés. Meglepd, hogy ha USB lakéi nem lennének ennyire dntudatosak, akkor az is elképzelhetd lenne, hogy
ezekben az allamokban csak a szavazok fele élt a véalasztojogaval. Az aktiv valasztok fele elegends a 20 elektor meg-
szerzéséhez, ami kb. 70 500 {6t jelent. Ez alig 9%-o0s tamogatottsagnak felelne meg, és a jelolt mar ekkor is megnyerheti
a valasztast.

7. Egy kabdt dra 20 000 Ft volt eredetileg, de az druhdz elkezdte kedvezményesen drusitani. Révid iddn belil egy
ujabb akcio keretében 14 960 Ft lett az dra. Mind a két esetben az drengedmény szdzalékban kifejezve 10 és 20 kézotti
egész szdam volt. Ldszlo az elsd drengedmény utdn vdsdrolt eqy kabdtot. Mennyit fizethetett ekkor? (16 pont)

Megoldas. Legyen ez els6 arengedmény p%, a mésodik pedig ¢%. Tudjuk, hogy 10 < p < 20, 10 < ¢ < 20, és
mindketts egész szam. A szoveg alapjan a kovetkezd egyenlet irhato fel:

p q
20000 (1 - <o) (1= 74 ) = 14.960.
100 100
Az egyenletet atalakitjuk: (100 — p)(100 — q) = 7480. A p és a g lehetséges értékei miatt a 7480-at két 80 és 90 kozotti
egész szam szorzatara kell bontanunk.
A primtényez6s felbontés segit a megfelel szorzotényezsk megtaldlasdban:

7480 =23 .5-11-17.

Mivel 11 - 17 méar haromjegyt, azért ezek a primtényezék nem szerepelhetnek egy helyen. Konnyen végiggondolhato,
hogy ha a 17 mellé csak 2-es tényez6ket irnank az nem lenne megfeleld:

2.17 < 80, 22.17 < 80, 23.17 > 90.

Ha 5-0s és 2-es is szerepelne egyszerre a 17 mellett, akkor is nagy lenne ez a tényezg, hiszen 2 -5- 17 > 90.

Vagyis az egyediili lehetéség, hogy az egyik tényezd, példaul a 100 —p = 5-17 = 85. Ekkor a masik tényezs is
megfelels lesz: 100 — ¢ = 23 - 11 = 88. Természetesen a két tényezs értéke felcserélhets. Vagyis az egyik arengedmény
15%-0s, a méasik 12%-os volt.

Nem tudjuk, hogy a kedvezményeknek mi volt a sorrendje, ezért az elsé kedvezményes ar lehetett a 20 000 Ft
85%-a, azaz 17 000 Ft, vagy lehetett a 20 000 Ft 88%-a, azaz 17 600 Ft. Ezek alapjan Laszlo vagy 17 000 Ft-ért, vagy
17 600 Ft-ért vasarolta a kabatot. (Ellendrizhets, hogy a 17 000 Ft 88%-a, és a 17 600 Ft 85%-a is 14 960 Ft.)



8. a) Egy derékszégi hdaromszog oldalhosszai egy mértani sorozat egymdst kévetd elemei, a legrovidebd oldala 1 egység
hossziu. Szamitsuk ki a hdromszég mdasik két oldaldnak hosszdt.

b) Egy hdromszdg oldalhosszai egy mértani sorozat egymdst kivetd elemei, a legrovidebb oldala 1 egység hosszi.
Tudjuk, hogy a hdromszog nem szabdlyos. Igazoljuk, hogy a hdromszégnek nincs 60°-o0s szdge. (16 pont)

Megoldas. a) Legyen a mértani sorozat hanyadosa ¢. Ekkor a derékszogt haromszog befogdi: 1 és ¢, az atfogdja:
q°. Természetesen ¢ > 1, hiszen a haromszog legrovidebb oldalanak hossza 1. A Pitagorasz-tétel alapjan:

l+¢*=4¢", q¢'-¢-1=0.

Ez ¢*-re nézve masodfoku egyenlet:

s 14+V5 » 1=V
q1 = 5 a2 = 5
1 5 1 5
Nyilvanvaloan csak a ¢* = +2\/_ jOhet szo6ba, innen pedig csak ¢ = +2\/_ lehet. Vagyis a derékszogi haromszog

oldalainak hossza novekedd sorrendben:

1++5 1+V5
’ 2 2

b) Legyen a mértani sorozat hanyadosa ¢. Tudjuk, hogy ¢ > 1, hiszen a haromszog legrovidebb oldalanak hossza 1.
Ekkor a haromszog oldalainak hossza: 1, ¢, ¢>. Ha a haromszog nem szabalyos, és lenne 60°-os szoge, akkor az nagysag
szerint a kozépss lenne. Ez a szo6g oldalhossz szempontjabol a koézépsével lenne szemben. Megmutatjuk, hogy ez nem
lehetséges.

Irjuk fel a koszinusztételt az 1, ¢, ¢° oldalhosszisaga haromszogre, ha a g-val szemben 60°-o0s szdg talalhato:

@ =1+q¢"—2¢* cos60° =1+ q¢* —¢°,
0:q4—2q2+1=(q2—1)2.

Ebbél csak a g1 = —1 és g2 = 1 adddik, nincs ¢ > 1 megoldasa az egyenletnek.
Vagyis a haromszognek nincs 60°-os szoge.

9. Tekintsiik a valds szamok halmazdn értelmezett f fiigguényt, amelynek hozzdrendelési szabdlya f(x) = x> + (p —
4)332 + p2x — 2, ahol p egy valds paraméter.

4
a) Szamitsuk ki a /f(a:) dx hatdrozott integrdl értékét, ha p = 4.

0
b) Hatdrozzuk meg a p értékét gy, hogy az x = 2 zérushelye legyen az f figgvénynek.
¢) Hatdrozzuk meg azokat a p egész szamokat, amelyekre az f figgvény derivdltiénak nincs zérushelye. (16 pont)

Megoldas. a) Ha p = 4, akkor f(x) = 2® + 16z — 2. Ekkor a hatéarozott integrél értéke:

4

/ {E4 I2 4 €T 4
/(:E3+16:E—2)d:10= — +16- = —2z| =|—+8z°—27| =64+128 -8 =184

4 2 o L4 0
0

b) Azt a p paramétert keressiik, amelyre:
f2)=224+(p—4)-224+p*>-2-2=0.

A kovetkezs masodfoku egyenletet kapjuk p-re:

2p? +4p—10=0,

P +2p—5=0.
A megolddképlettel:
) —2+v4+20 » —2—4+20
1= ) 2 = .

2

Két megfelel6 paramétert talaltunk: p; = -1+ \/6, pe=—1— V6.
c) Irjuk fel az f derivaltjat:

2



f(x) =32% +2(p — 4)x + p*.

Azt szeretnénk, hogy ennek a méasodfoku fiiggvénynek két kiilonb6z6 zérushelye legyen, azaz azokat a paramétereket
keressiik, amelyre a diszkriminans pozitiv:

D =4(p —4)*> —12p* > 0,
—8p% —32p+64 > 0,
P> +4p—8<0.

Ennek a méasodfoku kifejezésnek a két zérushelye kozotti egész szamok lesznek a feladat feltételeinek megfelels para-

méterek. A zérushelyek:
—4 4+ /16 + 32 » —4 — /16 + 32
=, = ",

2 2

azaz p1 = —2 — 2v3 &~ =546, py = —2 + 2v/3 ~ 1,46.
A keresett egész szamok: —5, —4, -3, =2, —1, 0, 1.

D1



