Megoldasvazlatok a 2013 /8. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

Szamado Laszlo

I. rész

1. Két konvex sokszog kozil az elsdnek 540-nel tébb dtldja van, mint a mdsodiknak, és az elsének hdromszor annyi
csicsa van, mint a mdsodiknak. Hdiny csicsuk van kilon-kilon? (11 pont)

Megoldas. Legyen a masodik sokszog csticsainak szama n, az elsGé pedig 3n. Ekkor a feladat szovege szerint:
3n(Bn—3) n(n-3)

2 2
9n? —n? — 9n + 3n = 1080,

4n® — 3n — 540 = 0.

= 540,

Hasznaljuk a megolddképletet:

34+,9—-4-4.(—540) 3+93
8 8
Csak a pozitiv egész megoldés johet szoba, vagyis n = 12. Tehat az els6nek 36, a masodiknak 12 cstcsa van.

ni2 =

2. A miskolci pdlyaudvar utaselldté biféjének ajtajin a kévetkezd tdjékoztato szdveg olvashato:

Nyitva tartas 03.30-23.30.
Miiszakatadas miatt 07.30—08.30 és 19.30-20.30 kozott zarva!

a) Mekkora eséllyel taldljuk nyitva a bifét, ha reggel T és este 9 kozott véletlenszerden érkeziink a bejdaratihoz?

b) Egy vargabélest vdsdroltunk 200 Ft-ért. A pénzt pontosan kiszimolva adtuk dt a pénztdrosnak. Hdnyféleképpen
tehettik ezt meg, ha 20 Ft-osndl kisebb cimletet nem adtunk, és a sorrend nem szamit?

¢) Az utdnunk kévetkezd vdsdrlo hdarom péksiteményt szeretne venni, a kindlat: dids burkifli, izes levél, turds tdska,
meggyes 1étes €s kakads csiga. Mekkora eséllyel taldljuk el, hogy mit fog vdsdrolni, ha azt feltételezziik, hogy mindegyik
vdlasztdsanak ugyanannyi az esélye? (12 pont)

Megoldas. a) A vizsgalt idGszakot szamegyenesen a [7;21] intervallummal szemléltethetjiik. Ennek az interval-
lumnak a hossza 14. Miszakatadas miatt ebben az idGszakban Osszesen 2 6rat zarva van a biifé. Vagyis a kedvezd
pillanatokat abrazolva a szdmegyenesen harom darab, 6sszesen 12 hossziisagu szakaszt kapunk.

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

6
A keresett valosziniiség ezek alapjan: p = u=7

b) A felhasznéalhato pénzérmék értéke: 200, 100, 50, 20. Vizsgaljuk az eseteket az atadott pénzérmeék kozotti legna-
gyobb értékd alapjan. Ha a legnagyobb érme értéke 200 Ft, akkor az esetek az érmék értékének felsorolédsaval:

200.
Ha a legnagyobb érme értéke 100 Ft, akkor az esetek az érmék értékének felsorolasaval:

100 + 100,
100 + 50 + 50,
100 + 20 4 20 + 20 + 20 + 20.

Ha a legnagyobb érme értéke 50 Ft, akkor az esetek az érmék értékének felsorolaséval:

50 + 50 + 50 + 50,
50 + 50 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20.

Ha a legnagyobb érme értéke 20 Ft, akkor az esetek az érmék értékének felsorolasaval:

20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20 + 20.



Vagyis hétféleképpen tehettiik meg a 200 Ft kifizetését.

¢) A kovetkezs veve 5-féle péksiiteménybdl valaszthat. Mivel a feladat szévege nem tiltja, azért egy péksiiteményhbol
akar tobbet is vehet. Ha egyfélébdl harmat venne, az 5 eset. Ha egyfélébdl kettSt venne, az 20 eset, hiszen 5-féleképpen
valaszthatja ki, hogy melyikb6l vesz kett6t, majd a maradék négy barmelyikébdl vasarolhat még egyet a két azonoshoz.

5 1
Ha semelyikbél nem venne egynél tébbet, az ( >, azaz 10 eset. Ez 0sszesen 35 eset. Vagyis 35 eséllyel talalhatjuk el,

hogy mit fog vasarolni az utanunk koévetkezd vasarlo.

Megjegyzés. Ha ismerjiik az ismétléses kombindciok szdmara vonatkozo képletet, akkor az Osszes esetek szamét

k-1 5+3-1

n+k > Jelen esetben: C2(ism) = < + 3 > = 35.

3. Adott a koordindtarendszerben négy pont: A1(0;5), B1(1;7), A2(3;4), B2(5;5). Tudjuk, hogy A1 Ay és B1Bs két
koncentrikus kor egy-egy hirja.

a) Hol van a korok kozés kozéppontja?

b) Tiikrozziik az A1 By AsBs tordttvonalat az elsd negyed szégfelezdjére, majd az eredeti és a képként kapott alakzatot
tikrozzik mindkét tengelyre €s az origora is. Mekkora az igy kapott sokszdg keriilete, terilete? (14 pont)

azonnal megkaphatjuk: C*(ism) = <

Megoldas. a) A korok kozos kozéppontja illeszkedik az Ay Ao hurnak az f; felez6merdlegesére és a By Bo hurnak
az fo felezGmerdlegesére is. Vagyis ennek a két egyenesnek kell meghataroznunk a metszéspontjat.

39 —
Az A A, felez6pontja: Fy (5; 5), az f1 egyik normélvektora: A; A5 (3; —1). Vagyis az f egyenes egyenlete: 3z—y = 0.

A B; B, felez6pontja: F»(3;6), az f2 egyik normélvektora: ]TB;(ZL; —2). Vagyis az f> egyenes egyenlete: 4o —2y = 0.

Mindkét egyenes origoéra illeszkedd, tehat az origd a korok kozos kozéppontja.

b) Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Az O Ay By As By Otszog terlilete az els6 negyed szogfelezGjére (az OBy oldalegye-
nesre) torténd tiikrozés utdn duplazodik. Az Osszes tiikrozés utan pedig ennek az 6tszognek a teriilete nyolcszorozodik.

Yy
M|Bi N L
B
AQ//// ?
1K1 -

Az OA; By Ay B; 6tszog t teriiletét megkaphatjuk, ha az OK LM téglalap teriiletébdl levonjuk az OK B, Ao N By,
Ay M By derékszogl haromszogek és az Ao N LB trapéz teriiletét:

Vagyis a kérdésben szerepld sokszog teriilete:
T=8t=8-13,5=108.
A tiikrozések miatt a sokszog keriilete az A By A2 Bo torottvonal hosszanak nyolcszorosa lesz:
K =8-(A1B1 + B1As + A3B;) =8 (V5 + V13 +V5) ~ 64,6.

4. Az 1,6,13,24,37,54,73,96,121, ... sorozat ketténél nagyobb sorszami tagjait igy kaptuk, hogy a ndla kettdvel
kisebb sorszdmi taghoz hozzdadtuk o kozbilsd tag sorszdamdnak hatszorosdt. Mar tudjuk, hogy a pdros helyen dllo
szamok a sorszam mdsodfoki figguényeként dllithatok elé. Mennyi a sorozat szdzadik tagja? (14 pont)

Megoldas. A feladat szovege alapjan a sorozat n-edik tagja a kovetkezé modon kaphato meg: a, = ap—2+6(n—1).
Mivel tudjuk, hogy a paros helyen all6 szamok a sorszdm masodfoku fliggvényeként allithatok els, azért paros n esetén
a sorozat tagjait a,, = an® + bn + c alakban keressiik, ahol a, b és ¢ valos egyiitthatok, de a # 0. Tudjuk, hogy as = 6,
ay = 24, ag = 54, ezért felirhato a kovetkezs egyenletrendszer:

(1) 4a + 2b+ c = 6,
(2) 16a 4+ 4b+ ¢ = 24,
(3) 36a + 6b + c = 54.



Ha a nagyobb sorszamu egyenlet megfelels oldalabél kivonjuk az eggyel kisebb sorszamu egyenlet megfelels oldalat
(és osztunk 2-vel), akkor mér csak két ismeretlen marad, két egyenlettel:

6a+b=29,
10a+ b = 15.
- . S " ) 3 3 5 3 9
Ujabb kivonas, majd visszahelyettesitések utan: a = o b=0,c=0. Azaz a, = En . Ekkor a1gp = 5 100° = 15 000.

II. rész

5. Adott hdarom egyenes az egyenletével:
a:x+3y=7, b:3xr—y=-7, c:3rx+4y=2_8.

a) Mutassuk meg, hogy a hdrom egyenes derékszogd hdromszoget hatdroz meg.
b) Milyen messze van a derékszogi csics a szemkdzti oldal felezdpontjdatsl?
¢) Mekkora a hdromszog beirt kérének sugara? (16 pont)

Megoldas. Az egyenesek egyenletének ismeretében tudjuk mindharom egyenes normélvektoranak koordinatait:
n,(1;3), ny(3; —1), n.(3;4). Mivel n, -n, = 1-3+3-(—1) = 0, azért ez a két normalvektor mercleges egymasra. Vagyis
a rdjuk merdéleges a, illetve b egyenesek is merélegesek.

Meg kell még vizsgalnunk, hogy a harom egyenes valéban haromszoget hataroz-e meg. A koordinétakbol lathato,
hogy nincs olyan Ay valos szam, hogy n, = A1 - n., igy n, §f n., azaz a }f c.

Hasonloéan az el6z6h6z, nincs olyan Ag valds szam, hogy n, = As - ng, igy np §f n., azaz b Jf c.

Mivel az x 4+ 3y = 7,3x — y = —7 egyenletrendszernek = = e Y= a megoldésa, azért az a és a b egyenesek
7 14
metszéspontja: C' ( — 5 g) Ha ezeket a koordinatakat behelyettesitjiik a ¢ egyenes egyenletébe, akkor lathaté, hogy
7 14
a C pont nem illeszkedik a ¢ egyenesre, hiszen 3 - ( — g) 4. 5 #38.

Vagyis a hadrom egyenes derékszogt haromszoget hataroz meg.

Megjeqyzés. Az a és a b egyenesek merdlegessége csak szitkséges, de nem elegendd feltétel. A fentiekben lathattunk
egy gondolatmenetet arra, hogy a hdromszog csicsainak meghatarozasa nélkiil is megmutathat6 a haromszog létezése.
Termeészetesen a cstucsok koordinatainak kiszamitasaval is belathato, hogy a haromszog létezik.

4
b) A 3z —y = —7, 3z + 4y = 8 egyenletrendszer megoldasaval (z = 3 Y= 3) kapjuk a haromszog egyik cstcsat:

4
A(— = 3).
3 4 13
Az x4 3y =7, 3z + 4y = 8 egyenletrendszer megoldasaval (z = —5Y= g) kapjuk a haromszog masik cstcsat:
4 13
B(- 2,2,
NA v,
a F 1
C 5
b B |13
| 5
"1 1 4 0%
5 3 5

A C cstcsnél talalhato a derékszog, az A, illetve B cstcsok koordinatainak ismeretében pedig az AB oldal F(f1; f2)
felez6pontjanak koordinatai meghatarozhatok:

4 4 13
flz_g_gz_ﬁ f2:3+?:1_4
2 15’ '

A keresett szakasz hossza:




Megjegyzés. Készitettiink abrat, de a koordindta-geometridnak pontosan az az egyik ,szépsége”, hogy abra készitése
nélkiil is tokéletesen végigvihetd a szamolas.
¢) A héaromszog csicsainak ismeretében:

Az ABC derékszogi haromszog teriiletét felirhatjuk a két befogd hosszanak ismeretében:

AVATUNEVATURE
tapo = 22— = —.
2 15

Az ABC derékszogi haromszog keriiletének fele az oldalak hosszanak ismeretében:

kape YR +¥I0 42 9/T0+5

2 2 - 15

Az ABC derékszogt haromszog teriiletére felirhatjuk a kovetkezs Osszefiiggés: tapc = 0- s, ahol p a beirt kor sugaranak
a hossza. Az ismert mennyiségeket behelyettesitjiik:

1 2v/10+5 . 1
— =p-—————, vagyils o= ———.
5 ¢ 15 B e 0+ 5
2v/10 -5
A nevez6 gyoktelenitése utan: o = — (= 0,088).
6. Adott eqy fiigguény a hozzdrendelési utasitdsdval:
r+2 x-—2
fla) = r—2 x4 2-
T2
x+2

a) Adjuk meg azt a legbdvebb halmazt, amely az f(x) értelmezési tartomdnya lehet.
b) Adjuk meg f(x) értékkészletét.
¢) Hdny rdacspont illeszkedik f(x) grafikonjira? Adjuk meg ezeket a pontokat.
(16 pont)

-2
Megoldas. a) A hozzarendelési utasitasban a nevezdk ne legyenek nullak. Vagyis « # 2, x # —2, illetve < )
x

0. Ez utobbinak a bal oldaldn kozos nevezdvel irjuk a két tagot:

14

r—24+x+2 2x
o P #0, azaz x #
Vagyis a legb&vebb halmaz, ami az f(z) fiiggvény értelmezési tartomanya lehet:

x € R\{—-2;0;2}.
b) Hozzuk egyszeriibb alakra a hozzarendelési utasitasban szerepld kifejezést:

r+2 -2\ (x-2 1 7(1:4—2)2—(1:—2)2':1:—24—3:4—27
r—2 x+4+2) \z+2 o (r—-2)(x+2) T+ 2 N
8z z+2 4

(x —=2)(z+2) 2z x—2

4 1
Tudjuk, hogy a g(z) = p— hozzarendeléssel adott fliggvény a h(x) = — transzformaciojaval adodik, igy azt is
x x

tudjuk, hogy az értékkészlete: g(x) € R\{0}. Az altalunk vizsgalt f(x) fiiggvény két hely kivételével azonos értékeket

vesz fel, mint a g(x).
Mivel g(—2) = —1, g(0) = —2, és ezeken a helyeken az f(z) nincs értelmezve, azért az f(z) értékkészlete: f(z) €

R\{-2;-1;0}.



¢) A kérdést igy is megfogalmazhatjuk: Hany darab olyan x egész szam van az f(x) értelmezési tartomanyéaban,

amelyre a az f(z) értékkészletében 16vG egész szam lesz? A nevezdben szereplé x — 2 a 4 osztoja kell, hogy
T —

legyen. Ezek alapjan az x — 2 lehetséges értékei: —4; —2; —1; 1; 2; 4. Ekkor az x értékei rendre: —2; 0; 1; 3; 4; 6. A —2
és a 0 nincs benne az értelmezési tartomanyban, ezért ezekkel az értékekkel nem kell tovabb foglalkoznunk. A maradék
4
P értékei rendre: —4; 4; 2; 1. Tehat négy darab racspont illeszkedik f(x) grafikonjara: A(1; —4),

B(3;4), C(4;2), D(6;1).

7. A Pontos lépés nevil jatéknak Ldszlo szabdlyos hatszdg alaplapi egyenes hasdb alaki dobozt tervez. A doboz
alaplapja az ABCDEF, fedélapja pedig a GHIJKL szabdlyos hatszag.

a) Mekkora lenne az ABHG oldallap teriilete, ha az ABIL metszet teriilete
72 cm?-es?

b) Mekkora lenne az alaplap és az ABIL sik hajlasszige AL = /2 - AB esetén?

négy szamhoz a

(16 pont)

Megoldas. a) Legyen AB = z, ekkor LI = 2z, hiszen a szabélyos hatszog oldalarol és a hosszabb atlojarol van
sz6. Tudjuk, hogy ezen két parhuzamos egyenes tavolsdga 8 cm, azaz AM = 8.

3
Az LGM derékszogl haromszogben LM = f, LG =z, ezért MG = ix

Az AMG derékszogi haromszogben az AM “és az M G oldalhosszakat thar kifejeztiik, igy

Az ABHG oldallap teriilete x segitségével kifejezve:

/ 3
tABHG:AB'AG:I' 64_ZI2'

Irjuk fel az ABIL hurtrapéz teriiletét is:

(AB+IL)AM  (x+2z)-8
2 N 2

taBrir = =122 = 72.

Ebbél kapjuk, hogy x = 6. Tehat:

3
taprg = 6-1/64 — 1-62 =6-Vv37~36,5 (cm?).

b) Jeloljiik most is a szabalyos hatszdgek oldalainak hosszat z-szel. A feladat feltétele szerint most AL = V2 z.
Vagyis az AF L derékszogl haromszog egyenlGszara: F'L = x, azaz a két parhuzamos alaplap tavolsaga x.

3
A szabalyos hatszégben MG = 5T adodik ebben az esetben is. A szabélyos hatszog és az egyenes hasab tu-

lajdonsagait felhasznélva kapjuk, hogy a keresett szog az EFAM szbg, amivel azonos nagysagi az AMG sz6g, hiszen
valtoszogek. Az AMG derékszogi haromszogben felirhatjuk ennek a szognek a tangensét:

T 2\/3

T

A keresett hajlasszog kb. 49,1°.



8. a) Az f(x) = 4 — x* hozzdrendeléssel adott fiigguény grafikonjdhoz az 1 és a —1 abszcisszdji pontjaban hizott
érinték, valamint az x tengely meghatdroz egy hdromszoget. A hdromszéget a fiigguény gorbéje mentén szétvdgjuk.
Mekkora a figguény gorbéje mellett jobbra, balra és font keletkezett sikidomok teriiletének dsszege?

b) Egy alagit keresztmetszetét jo kézelitéssel az f(x) = 4 — z? hozzdrendelésd fiigguény grafikonja és az x tengely
adja. A koordindtarendszer egysége 1 méternek felel meg. Mekkora a mazimdlis térfogata annak a 6 méter hosszi
téglatestnek, amit egyik lapjdn csisztatva dt lehet tolni az alagiton? (16 pont)

Megoldas. a) Mivel f(—1) =4—(—=1)> =3, f(1) = 4— 1% = 3, azért az A(—1;3), és a B(1;3) pontokra illeszkeds
érintSkrél van szo.

Az érint6 meredekségét az elss derivalt adja: f'(z) = —2u.

Mivel f'(—1) = —2-(—1) = 2, azért az A pontra illeszked e; érintd egyenlete: y — 3 = 2(z + 1).

Mivel f/(1) = —2-1 = —2, azért a B pontra illeszked6 e érint6 egyenlete: y—3 = —2(z—1). Az érintdk egyenleteib6l
allo egyenletrendszer megoldasa adja a két egyenes metszéspontjanak koordinatait: P(0;5).

5 5
Az eq érint6 a Q(— 5 O), az e érintd az R(E; O) pontban metszi az x tengelyt. Ezek alapjan a PQR egyenlGszara

haromszog teriilete:
. _QR-OP_55 2
PeR= Ty T Ty T

Az f(x) grafikonja a C(2;0) és a D(—2;0) pontokban metszi az = tengelyt. Ezért a fliggvény gorbealatti teriiletét a
kovetkez6 integral adja:

2
372 2
tl—/(4—x2)d:1:—{4:1:—$—] :8—§+8—§:3—.
3], 3

A kérdezett sikidomok teriiletének Gsszegét a PQR haromszog teriiletének és a tp teriiletnek a kiilonbsége adja:

25 32 11
t = =

2 3 6

b) Az adatok alapjan megallapithato, hogy a téglatest 6 méteres élét vizszintes helyzetben kell cstusztatni. Vagyis
a ra merdleges téglalap teriiletének kell maximalisnak lenni.
Keészitsiink vazlatrajzot és hasznaljuk a jeloléseit. A kérdéses téglalap teriilete:
t(z) = 2z(4 — 2%) = 8z — 22°.

Ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumbhelyét a ]0; 2] intervallumon. Vizsgaljuk az els6 derivaltjanak a zérushelyeit:

f'(x) =8—6a"=0.

—/z 1o 1z 2\x



Az adott intervallumon:

2 2V3

rT == — = —
V3 3
Ezen a helyen a derivalt elGjelet valt (pozitivrol negativra), vagyis valoban a fiiggvénynek ezen a helyen maximuma

4v/3 8
T\/_, 4— 22 = 3 6. Tehat a térfogata:

van. Ezek alapjan a maximalis térfogati téglatest éleinek hossza: 2z =
_4v3 8 G- 192V/3

v 3 3 9

~ 36,95 (m®).

9. Sik talajon az 5 méter magas, fiiggélegesen dllé oszlop teteje a sik A pontjdbdl 6,5°, a B pontjdbdl pedig 5,6°
emelkedési szogben ldtszik. Az oszlop tetejérdl az AB tdvolsdg 80°-o0s ldtoszog alatt ldthato.

a) Irjuk le réviden, hogy hogyan hatdrozndnk meg az ABC' hdromszig teriletét (C az oszlop alja), ha az AB hosszat
ismernénk.

b) Mekkora az AB tdvolsig? (16 pont)

Megoldas. a) Készitsiink dgbrdt és hasznaljuk az abra jeloléseit.

T
5

Az ACT derékszogi haromszogben a CT hosszanak, és az A cstcsnél 16v6 sz0g nagysaganak ismeretében, tangens
hasznélataval az AC hossza meghatarozhatdé. A BCT derékszogi haromszégben a C'T hosszanak, és a B cstucsnal 16vs
szOg nagysaganak ismeretében, tangens hasznalataval az BC' hossza meghatarozhato.

Mivel a szoveg szerint AB hosszat ismerjiik, azért az ABC haromszdghen minden oldal hossza igy ismert lett.
Felirhatjuk a koszinusztételt példaul a C cstcsnal talalhato szog felhasznalasaval. Igy ez a v szog is ismert lesz. Ezek

utan:
CA-CB -siny

2

Megjegyzés. A harom oldal hosszanak ismeretében a Heron-féle képletet is hasznalhatjuk a haromszog teriiletének
meghatéarozésara.

tapc =

5 5
b) Az ACT derékszogt haromszogben: sin 6,5° = —, azaz y = 3 A BCT derékszogt haromszogben: sin 5,6° =
Y

5 in6,5°"

] sin 5,60
Irjuk fel az ABT haromszogre a koszinusztételt:

5 0\ 5 \° 5 5
2 _ _9. : - c0s80°, ¢~ 61,6.
¢ <sin 6,5°> + (sin 5,60) sin65° smbge oov €L

Vagyis az AB tavolsag kb. 61,6 méter.

—, azaz T =
T




