A 2012-2013. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulméanyi Verseny feladatai
I. kategoria: Szakkozépiskolak

Elsé (iskolai) fordulo

1. Az n pozitiv egész szamnak pontosan két pozitiv osztoja van, az n + 1-nek pedig pontosan harom. Hany pozitiv
osztoja van az n + 2012 szamnak?

2. Elhelyezhet6-e a térben 11 pont gy, hogy az altaluk meghatéarozott egyenesek szama 53 legyen? Lehet-e a 11
pont altal meghatérozott egyenesek szdma 547 Allitasat indokolja!

3. Oldja meg a pozitiv egész szamokbol 4llé szamharmasok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

(a) r4+y—+z=12
(b) xy + 2z +yz = 47.

4. A nem egyenlszara ABC haromszogben BC > CA. Az AB oldal F felez6pontjan keresztiil hizzunk parhu-
zamost a C' pontbeli belsé szogfelezével, ez az egyenes az AC egyenest a P, a BC egyenest a () pontban metszi.

Bizonyitsa be, hogy

BC _PQ _
AC T QF

5. Oldja meg a val6s szamok halmazan a

V2012 =503z — 3z —2| _,
V28412132 -2

egyenlGtlenséget!
22 4 2

6. Az x ésy pozitiv valos szamok szorzata 50, tovabba teljesiil, hogy = > y. Hatarozza meg az kifejezés

minimuménak értékét!
Adja meg az — ardnynak azt az értékét, amelyre a kifejezés a minimumét valoban felveszi!
Yy

Masodik fordulé

1. Mely val6s x; y szdmpéarokra teljesiil a

36 4
+ =28 —4-Vz—2—\/y—1
Vi—2  Jy—1 r Yy

egyenldség?

2. Mutassa meg, hogy ha az
A=22499...9100...09 (keN, k>2)
—_——  ——

k—2db9 kdboO

tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szam, akkor a B = VA + 3 szém pozitiv egész. Bizonyitsa be, hogy ez a B szam
csak a 2; 3; 5 primszamokkal oszthato!

3. Legyen az ABC haromszogben a BC oldal felez6pontja F, legyen tovabba BC A< = 15° és BF A< = 45°.
Hatéarozza meg a C'AB< nagysagat!

4. Meg lehet-e szamozni egy kocka csicsait az 1,2,...,7,8 szamokkal gy, hogy minden cstcshoz kiilonbz6 szam
tartozzon, és barmelyik él két végpontjara irt szamok Osszege is egymastol kiilonbo6zs legyen?

5. Bizonyitsa be, hogy ha a hegyesszog, akkor

1 1
(1+ : )-(1+—>23+2-\/§!
Sin & COS &

Mikor all fenn egyenlGség?
Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Egy papirlapra felirtuk a pozitiv egész szamokat n-t6l 2n-ig. Azt vettiik észre, hogy a felirt paros szamok Osszege
2013-mal nagyobb, mint a felirt paratlan szamok 6sszege. MettSl meddig irtuk fel a szdmokat?



2. Oldja meg a valds szampérok halmazan a
logs(log, ) + 1og% (log% y) =1,
és
587y — 31 = grty’
egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszert!

3. Az ABC haromszog egyik szoge 120°-o0s. Bizonyitsa be, hogy a belss szogfelez6knek a szemben levs oldalakkal
valé metszéspontjai derékszogd haromszoget hataroznak meg!

II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumok

Elsé (iskolai) fordulo

1. Mely z és y valos szamok elégitik ki a /o =2 —y, \/y = = — 2 egyenletrendszert?

2. Egy négyzetet az egyik csticsabodl induld két egyenes harom egyenls teriiletd részre oszt.

(a) Milyen aranyu részekre osztja a két egyenes négyzetbe esG szakaszat a szakaszokat metsz6 at167

(b) Legyen a négyzetbe irt kor teriilete T, a két egyenes és az 6ket metsz6 4tlo altal bezart haromszog beirt korének
teriilete ¢. Hatarozzuk meg 7" : ¢ értékét.

3. Hanyféleképpen juthatunk a koordinatarendszer orig6jabol a (4; 2) pontba, ha 10 lépést tesziink, minden lépésiink
egységnyi hosszu és parhuzamos a tengelyek valamelyikével?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén teljesiil az alabbi egyenlGtlenség:

V6 N V20 V42 N 2n(2n + 1) _n
5 9 13 7 dn+1 2’
5. Igazoljuk, hogy a rekurzioval definialt aldbbi sorozat minden tagja pozitiv egész szam:
an — 2

— . =1,2,3,...).

ca=1, cp1=

Masodik forduldé

1. Bizonyitsuk be, ha egy pozitiv egész szam elsG és utolsd jegyének kiilonbsége 5, akkor e szdm és jegyeinek
forditott sorrendjével felirt szam kiilonbsége oszthato 45-tel.

2. Egy 10 egység oldalu szabalyos haromszoget az oldalaival parhuzamos egyenesekkel egységnyi oldala szabalyos
haromszogekre bontottunk fel. Hany olyan szabalyos haromszog van, amelynek csiicsai a létrejott szabalyos haromszog-
racs racspontjai?

3. Az ABC héaromszog AB, BC' és C'A oldalain adottak rendre a P, () és R pontok. Igazoljuk, hogy az APR, BP(Q
és CQR haromszogek koré irt korei kozéppontjai altal meghatarozott haromszog hasonlé az ABC haromszoghoz.

4. Bizonyitsuk be az alabbi egyenlGtlenséget:

2012+\/2011+\/2010+\/...+\/2+\/T<46.

Harmadik (d6nt8) fordulo

1. Az f fliggvény értelmezési tartoméanya a pozitiv egész szamok halmaza és a fiiggvény értékei is pozitiv egészek.
Hatéarozzuk meg az 0sszes olyan f fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy minden pozitiv egész n szam esetén

2

Zf?’(z’) = PO+ PR 4+ P = (FO)+ FR) 4.+ f()) = (Zf(i))

Itt a szokasos jelolés szerint f3(k) = ( f (k))?’, azaz az f fiiggvény k helyen felvett értékének kobe.



2. Az ABC héaromszog C A, AB és BC oldalainak bels6 pontjai rendre By, Cy és Aj, amelyekre
CB; AC; BA
CA AB  BC

Az AA; és BB szakaszok metszéspontja P, BB és CCy metszéspontja @ és CCy és AA; metszéspontja R.
Ha az ABC haromszog teriilete T', a PQR héaromszog teriilete ¢, akkor 7' : ¢ = 13 : 4 esetén mekkora A értéke?

1
=A< -
<3

3. Egy tancesten n lany és 4 fia vett részt. Paros tancokat tancoltak, egy parban mindig egy fia és egy lany volt,
de a tancpartnerek cserélgdhettek. Legalabb mekkora az n, ha a tancolas utan kivalaszthato vagy két lany és két
fin agy, hogy a koztiik lehetséges Osszes parositasban tancoltak az est folyamén, vagy dgy, hogy egymassal semelyik
parositasban sem tancoltak?

II1. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Az ABC egyenl6 szaru haromszog AB alapjan vegyiink fel egy P pontot. P-bél mer6legeseket allitunk a két
szar egyenesére, ezek talppontjai I, illetve J. A haromszog magassagpontjat jelolje M. Mutassuk meg, hogy a PM
egyenes athalad az I.J szakasz felezGpontjan.

2. Legyenek 1 < k < n rogzitett egészek. Mennyi az

T1T2 ... Tk +22X3 .. . Tht1 + .o + Tn—k+1Tn—k+2---Tp

kifejezés maximuma, ha z1, ..., z, nemnegativ szamok és Gsszegiik 17

3. Rogzitsiink a sikon egy AB szakaszt és annak egy P bels6 pontjat. Ha ABC' tetszbleges haromszog, huzzunk
P-b6l parhuzamost az AC, illetve BC' oldalakkal. Ezek az egyenesek a BC oldalt a @ pontban, az AC oldalt az
R pontban metszik. Az APR és BP(Q haromszogek koré irt korok P-t6l kiilonbozé metszéspontja legyen H. Mi
a H pontok halmaza, ha a C pont a sik minden, az AB egyenesre nem illeszkedd pontjan végigfut?

4. Hany olyan, nem 0-ra végz6ds tobbszorose van a 2012-nek, amelyben a szamjegyek Osszege 57

5. Van 2012 kiilsére teljesen egyforma, de paronként kiillonbozd értéki érménk. Ugyancsak van egy késziilékiink,
amelybe 21 érmét kell behelyezni, és megadja, hogy a 21 behelyezett érme koziil melyik a k-adik legértékesebb. Ennek
a késziileknek a segitségével a 2012 érme koziil hanynak tudjuk meghatarozni az érték szerinti sorszamaét, ha a) k = 10,
illetve ha b) k = 117

Masodik (d6ntds) fordulo

1. Adott a sikon harom kiilonb6z6 kor, k, k1 és ke. Kozéppontjaik és sugaraik legyenek rendre O, O1, Oa, 7, 11 68
ro. Tegyiik fel, hogy k beliilrdl érinti ki-et az Fq pontban, ko beliilrl érinti k-t az Fo # F4 pontban, tovabba hogy az
0105 egyenes merGleges az F1 5 egyenesre. Fejezziik ki az r sugarat rq-gyel és ro-vel.

2. Mutassuk meg, hogy

im(m—l)(m—Q)...(m—k—i—l)k

=1
k1

k=1

3. Tekintsiik azokat az n hosszlisagu sorozatokat, amelyek mindegyik eleme 0 vagy 1. Két ilyen sorozat 0sszegén
a tagonként modulo 2 végzett Osszeadis eredményét értjiikk. Mely pozitiv egész n szdmokra allithatok parba ezek a
sorozatok gy, hogy a parok két tagjat rendre Gsszeadva 2! kiilonb6z6 sorozatot kapjunk?



