Megoldasvazlatok a 2012/8. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Egy iskola 520 tanuldjdval 9 kérdésbél dllo tesztet toltettek ki. A kérdésekre igennel vagy nemmel lehetett vd-
laszolni. Mindenki vdlaszolt az dsszes kérdésre. Az értékelés gy tortént, hogy a k. kérdésre adott jo vdlasz k pontot,
rossz vdlasz —k pontot ért.

a) Mutassuk meg, hogy biztosan volt két tanuld, aki ugyanigy toltétte ki a tesztlapot.

b) Legaldbb hdny tanuldnak volt ugyanannyi pontja az értékelés utdn?

(11 pont)

Megoldas. a) Mivel 29 = 512-feleképpen lehet a tesztlapot kitolteni, azért 520 tanuld kozott biztosan lesznek

ketten, akik ugyanugy toltotték ki a tesztet.
9-10

b) A maximalis pontszam: 1 +2+...4+9 = — = 45. A minimalis pontszam: —45.

Egy feladatra adott hibas valasszal paros pontszammal csokken az elérhetd maximaélis pontszam, tehat —45 és
45 kozotti paratlan szamok lehetnek a pontszamok. Mivel ezen az intervallumon 46 paratlan szam van, azért 46-féle
végosszeg lehet. (Konnyen lathato, hogy ezek mindegyike valoban el is fordulhat.) Ha minden pontszamot legfeljebb
11 tanulod ért volna el, akkor 46 - 11 = 506 didk jarhatna maximaélisan az iskolaba.

Tehat biztosan volt legalabb 12 tanulo, akik ugyanannyi pontszamot szereztek.

2. a) Allitsuk el6 a 2012-t szomszédos természetes szamok Gsszegeként.
b) Egy szdmtani sorozat elsd 2013 elemének dsszege 2012. Az elsd 2012 elem kozil a pdros indexiek dsszege eggyel
tébb, mint a pdratlan indexidek dsszege. Hatdrozzuk meg a sorozat elsd elemét. (13 pont)

Megoldas. a) Legyen a legkisebb szam k + 1, a legnagyobb k + n.
Ezek Gsszege:

n(n+1)
2
n(2k +n+1) =8-503.

nk + = 2012 = 2% . 503,

A bal oldali szorzat két tényezGje két kiillonb6z6 paritasa természetes szam, és a masodik nagyobb, mint az elsd, tehét
n=_8.
Mivel 2k + 8 + 1 = 503, azért k = 247. Tehat a keresett szomszédos természetes szamok:

248 4249 4 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255 = 2012.

b) Mivel a szamtani sorozat els6 2013 elemének Osszege 2012, azért felirhato, hogy

2a1 4 2012d

Sa1a = 2013 = = 2012,
2012
=
a1 = S — 1006d.

Tudjuk, hogy az els6 2012 elem koziil a paros indextek Osszege eggyel nagyobb, mint a paratlan indextiek Osszege,
azaz:

(az012 + ... +a2) — (a2on1 +...+a1) =1
(a2012 — a2011) + - (az —a)) =1,
1006d = 1
2012 1
Tehat a sorozat els6 eleme: a1 = 2013 1= ~3013"

3. Adott a valds szdmokon értelmezett

x) :/_Zf(t)dt

fiiggvény, és tudjuk, hogy f(t) = 3t> + 4t — 1. Hatdrozzuk meg az I(x) zérushelyeit, és azokat az intervallumokat,
melyeken konvex, illetve konkdv o fiigguvény. (13 pont)



Megoldas.
I(z) :/ (Bt +4at—1)dt = [ +2t° —t]" =2’ + 22> — 2z — (-8 +8+2) =
-2
=2’ +20° —2-2=2*(2+2)— (2 +2)= (2 +2)(2* - 1) =
(x+2)(z+1)(xz—1).
Tehat I(z) zérushelyei: . = -2, —1, 1.
I(x) masodik derivaltjanak elgjelébdl allapithatjuk meg, hogy hol konvex, illetve hol konkav a fiiggvény.

I"(z) = (* +22° — 2 — 2)” = (32° + 4z — 1)’ = 6z + 4.
2 2 2
Ha xz > —3 akkor I(x) konvex. Ha x < —3 akkor I(x) konkéav. (Az z = —g—nal inflexios pont van.)

4. A parizsi Louvre tvegpiramisdinak (szabdlyos négyoldali gila) alapélét vegyiik 34 m-nek, magassdgdat pedig 22 m-
nek.

a) Mekkora feliiletet kell az ablakmosd csapatnak letisztitania, ha kivilrél és belilrdl is lemossdk az iveglapokat?

Ejszaka a piramist oszlopokon dllé reflektorokkal szeretnék meguildgitani. Az oszlopokat eqy négyzet csicsaiban
allitjak fel, melynek oldalfelezd pontjai a piramis alapjanak csicsai.

b) Milyen magasan kell a reflektorokat az oszlopon elhelyezni, hogy a beldlik kiinduld fénysugarak az oldallapok
stulypontjaiban merdlegesen essenek az tivegfeliletekre?

(14 pont)
Megoldas. a) Készitsiink a szoveg alapjan dbrdt. Tudjuk, hogy

AB =34, EG =22.

Ekkor Pitagorasz-tétellel:

A gula palastjanak kétszeresét kell venniink:
BC - EF
2

Tehat kb. 3781 m? {ivegfeliiletet kell lemosniuk.
b) Rajzoljuk le a szamunkra fontos sikmetszetet, és alkalmazzuk az dbra jeloléseit. Ekkor

2 - tpalast = 8- =4.-BC-EF =4-34-278 = 3780,8 m®.

t _ 2 i ~ 52,3°
ga =, vagyls am523°.
Mar tudjuk, hogy EF =~ 27,8, ezért
2
gp = 208 9,27.
3
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GFFE és PRS mersleges szaru hegyesszogek, tehat egyenlsk. Tudjuk, hogy TF = 3 ~ 5,67, ezért SQ =TF + FP =
5,67+ 17 = 22,67.

QP = ST =S8F -sina = 9,27 -sin52,3° =~ 7,33,
SQ 22 2267 .

— =tga=—=—+— R~ 17,52
PR=QP+ QR ="17,33+4 17,52 = 24,85.

A reflektorokat az oszlopokon kb. 25 m magasan kell elhelyezni.

II. rész

5. Adott az f(x) = logy(x + 4) + 1 hozzdrendelési figgvény. Tudjuk, hogy az A,OC, hdromszigek egyenlészdri,
O-ndl derékszogd hdromszégek, ahol A, az f(z) figguény grafikonjinak egy pontja, O pedig az origd.

a) Abrazoljuk az f(z) fiigguényt. Adjuk meg egy tetszileges A,, esetén a hdromszig C,, csicsdnak koordindgtdit.

b) Hatdrozzuk meg a Cy,, pontok halmazdt, és dbrdzoljuk a koordindtarendszerben.

(16 pont)

Megoldas. a) Az f(z) grafikonjarol valasztunk egy tetszbleges pontot. Legyen az elsé koordinataja a. Ekkor

a masodik koordinataja:
f(a) =logy(a+4)+ 1.

Vagyis a vélasztott pont: A;(a;logy(a+4) +1).

Y

f

4’:/

Y ”O} 2 4z
Ch -2
—4+

A haromszog harmadik csticsat megkapjuk, ha az origd koriil 90 fokkal elforgatjuk a valasztott A; pontot. Ha a
koriiljarastol eltekintiink, két lehetdség adodik a harmadik csicsra attdl fliggGen, hogy merre forgatunk:

C1(—logy(a+4) +1;—a), illetve C7(logy(a+4)+1;a).

b) Az A,, pontot egy O koriili 90°-os forgatas viszi a C,, pontba. A 90°-os forgatast két, origon athalado, egymassal
45°-0s szbget bezaro egyenesre valo tengelyes tiikrozés szorzataval helyettesithetjiik. A két tengely egyenlete: ¢1: y = x,
to: y = 0. Vagyis az f(z) grafikonjat kell transzformalnunk

1) t1 - ta-vel, azaz +90°-0s O koriili forgatassal.

2) to - t1-gyel, azaz —90°-o0s O koriili forgatassal;

1) Az y = logy(x+4)+1 egyenlettel megadott ponthalmazt tiikrézve a to-re az y = — logy(x+4)—1 egyenlettel meg-
adott ponthalmazt kapjuk.  Ezt tiikrozve a ti-re: x = —log, (y +4) — 1.




Fejezziik ki az y-t:

logy(y +4) = —(z + 1),
2—(1-‘1—1) =y 4 4,

1 x+1
== —4.
= (3)

1 xr .
Ez a ponthalmaz a h(x) = (5) 1 _ 4 hozzarendelessel adott fiiggvény grafikonjaval azonos.

2) Az y = logy(x + 4) + 1 egyenlettel megadott ponthalmazt tiikrézve a t1-re az © = log,(y + 4) + 1 egyenlettel
megadott ponthalmazt kapjuk. Fejezziik ki az y-t:

x—1=logy(y +4),

y+4=2"""1
y=2""1_4.
Ezt tikrozzik a to-re:
y=—2""1 44
Ez a ponthalmaz a g(z) = —2771 1 4 hozzarendeléssel adott fiiggvény grafikonjaval azonos.

Megjegyzés: Ezeket a megoldasokat az a) részben alkalmazott modszerekkel is megkaphatjuk.
6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
1

Ve AV
b) ! L _ V2. (16 pont)

sin2z  cos?x

Megoldas. a) A feladat értelmezési tartomanya: 2 +x > 0 és 2 — x > 0, vagyis « € |—2;2].
Mindkét oldalt megszorozva /2 + x - /2 — z-szel:

V2—2—-V2+2=V2 \4—22=1/8— 222

Ha /2 — x < /2 + z, akkor nyilvan nincs megoldas, hiszen az egyenlet egyik oldala negativ, a masik pedig nemnegativ.
Hav2—2>+v2+ 2z, vagyis2 —x > 2 + z, azaz —2 < z < 0, akkor négyzetre emeljiik az egyenlet mindkét oldalat:

4-2\4-a2=2(41-27),
0= (4—1:2)4- 4 — 22 -2,
0=(V4—22)°+4—a2 -2
Megoldoképlettel:
V4 —22=1, valamint +/4—22=-2.

A V4 = 22 negativ nem lehet. A v/4 — 22 = 1 egyenletbdl kapjuk, hogy 3 = z2. A két szam koziil csak az z = —V/3
felel meg a kikotéseknek, igy az eredeti egyenletnek is csak ez az egy gyoke van.
m
b) A feladat értelmezési tartomanya: sin® x # 0 és cos® z # 0, vagyis = # k - 5 ahol k € Z.

2

Az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk sin® z - cos® z-szel:

cos? z —sin? z = V2 - sin® z - cos? z,

\/5 . (2 -sinx - cos :10)2 \/5 sin® 2z sin? 2z
cos2x = = = ,
4 4 22

2v/2 - cos 2z = 1 — cos? 2x,
cos? 2z 4+ 2v/2cos 2z — 1 = 0.

Megoldoképlettel: cos2z = —v/2 4+ /3 és cos 2z = —v/2 — /3. Mivel cos 2z € [—1;1], azért cos2z = v/3 — /2. Innen
20 ~ +125+ k- 2w és 2z =~ —1,25+ k - 2m, ahol k € Z. Vagyis: z = 40,625 + k7 és z =~ —0,625 + km, ahol k € Z.



7. A py parabola csicsa a C"(6;7) pont, tengelye parhuzamos a p1:y = z? — 8x + 14 paraboldéval, és a P(9; 1749)
pont illeszkedik a ps paraboldra.

Az A, B, C,, egyenldszdri haromszogek alapja A, By, ahol A, € pa, B, € p1, és Cy, illeszkedik a koordindtarendszer
ordindtatengelyére. Az A,, és a B, pontok abszcisszdja egyenld, és a B,, pontok ordindtdja kisebb, mint az A, pontoké.

a) Hatdrozzuk meg a Cy pont koordindtdit, ha az A1 B1Cy hdromszdg derékszogd.

b) Az A, B,C,, hdromszdgek kézil melyiknek legnagyobb a terilete? (16 pont)

Megoldas. a) A py egy lefelé nyilé parabola: (z — 6)° = —2p(y — 7).

Felhasznaljuk, hogy P € po:

(9 —6)* = —2p(4,75 - 7),
9= _2]9(_2725) = 475197
2 =np.

2

1
Vagyis ps egyenlete: (z — 6)° = —4(y — 7), azaz y = _Z(I —6)"+7.

A B, pontok ordinatéaja kisebb, mint az A, pontoké, ezért:

1
22 —8r 414 < —Z(x—6)2+7,
—42? 4+ 322 — 56 > 22 — 122 + 8,
0 > 52 — 44z + 64,
1~ 1,84 < 2 < 6,96 ~ x5.

Az A1 B1C1 egyenls szard haromszog akkor derékszogi, ha By és A; ordinatajanak kiilonbsége abszcisszajuk kétsze-
resével egyenld:

20 = —0,252" + 3z — 2 — (2 — 8z + 14) = —1,252” + 11z — 16,
0= —1252%+ 9z — 16,
T = 3,2, Ty = 4.
Tehat két ilyen haromszog van (mert mindkettd x eleme az altalunk meghatéarozott intervallumnak):

A1(372;_1736)7 Bl(372;5704)7 01(0;1784)7
A1(4;-2), B1(4:6), C1(0;2).

b) Ha A,, és B,, abszcisszija x, akkor a haromszog alapja —1,2522 + 11z — 16, magassaga pedig x. Ekkor a teriilet:

x(—1,2522 + 11z — 16
t(x) = ( 5 ) = —0,6252° + 5,522 — 8x.

t(z) ott lesz maximalis, ahol az els§ derivaltja 0, és pozitivbol negativba valt:

t'(z) = —1,8752° + 11z — 8 (z €]1,84;6,96] ),
1 ~ 0,85 és x9~5,016.
t'(x) az z2-ben pozitivbol negativba valt, tehat itt van a maximum helye a ¢(x)-nek.

A maximalis teriilet: (5,016) & 19,376. Tehat a cstucsok koordinatai (kerekitett értékek): A5 (5,016;6,758), B2(5,016; —0,968),
C(0;2,895).



8. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan P(z) = ax® + bz + ¢ egész egyiitthatds polinomot, melyre |P(p1)| = ‘P(pg)‘ =
|P(p3)| =5, ahol p1, p2, p3 kilonbézé primszdmok. (16 pont)

Megoldas. Vizsgéljuk meg, hogy P(p;)-k koziil hany darab negativ elGjeld van. A helyettesitési értékek koziil csak
a 0 vagy az 1 db negativ esetét targyaljuk, mert a tobbi esetben ha P(x)-et —P(x)-re cseréljiik, akkor ugyanezekhez
az esetekhez jutunk.

1. eset: P(p1) = P(p2) = P(ps) = 5. A P(x)—5 polinomnak 3 kiilonb6z6 zérushelye van, de a fokszama maximum 2,
tehat Pj(z) = 5 konstans polinom.

2. eset: Az egyik helyettesitési érték negativ, pl. P(p1) = —5. Ekkor P(ps) = P(p3) = 5. A P(z) — 5 polinomnak
a p2 és a p3 zérushelye, tehét

P(z) — 5 =a(z — p2)(z — p3).

Helyettesitsiink p;-et a fenti polinombas:

—5—=5=a-(p1 —p2)(p1 — p3).
Ha p;-k paratlan primszamok, akkor a jobb oldalon all6 szorzat oszthato néggyel, a bal oldal pedig nem. Tehat a primek
koziil az egyik 2-vel egyenld.
i) Ha p1 = 2, akkor p; — p2 és p1 — ps negativ paratlan szamok, melyek szorzata pozitiv paratlan szam, tehat
a = —2. Az el6bbi két kifejezés szorzata 5, igy p1 —p2 = —1 és p1 — p3 = —5, azaz po = 3 és p3 = 7.

P(z)—=5=-2(x—3)(z—T),
Py(2) = —2(x — 3)(x — 7) + 5 = —22% + 202 — 37.

i1) Ha py vagy ps valamelyike 2 (példaul p, = 2), ekkor a jobboldali szorzat p1 — p3 tényezGje paros, vagyis p1 — ps3
lehetséges értékei 2, —2, 10, —10 és p; — 2 pozitiv egész szam:

—2-5=a(p; —2)-2, —2-5=a(p1 —2)-(-2),
=5=a(p1 - 2), 5=a(p1 —2),

a=-1, pp1=7, p2=2, p3=35, a=1, p1=7, p2=2, p3 =9,
a=-5, p1=3, pp=2, p3=1. a=>5, p1=3, p2=2, p3=>5.

—2-5=ua(p; —2)-10, —-2-5=ua(p; —2)-(-10),

—1=a(p1 —2), 1 =a(p1 —2),

a=—1, p1 =3, po=2, p3=—T. a=1, pp=3, p2=2, p3=13.
A feladat feltételeinek a kovetkezdk tesznek eleget:

(pr;p2ips) = (7:2:5),  (p1ip2sps) = (3:2;5),  (p1sp2ips) = (3;2;13).
Az igy kapott polinomok:
Py(z) = —1(x — 2)(z —5) + 5 = —a* + Tz — 5,
Py(z) = 5(z — 2)(x — 5) + 5 = 52 — 352 + 55,
Ps(z) = 1(x — 2)(z — 13) + 5 = 2* — 15z + 31.
Tehat 10 polinom felel meg a feladatban szerepls feltételeknek: a fent felsorolt 5, és ezek ellentettjei.

9. A nemzetkézi sporteseményeken a versenyzdket nem csak a dicsdség hajtja, hanem részben a rekldmszerzdédésekkel
jdré magas pénzosszegek is. Igy nem meglepd, ha a sportoldk és az edzdk idonként a gydzelem megszerzése érdekében
nem megengedett eszkézoket is alkalmaznak.

A lehetdségek szerinti legtisztességesebb feltételek biztositisa érdekében kizvetlenil a fontos versenyek eldtt, de
a felkészilések sordn is meghatdrozott szabdlyok szerint dopping ellendrzéseket tartanak. A sportolok vizeletmintdt
adnak, melyeket lepecsételve és megjelélve, két részben, egy dgynevezett A-prébaként, illetve B-probaként driznek meg
€s vizsgalnak.

Mikézben a nemzetkdzi Sportszivetség egyértelmd, minden kétséget kizdro doppingteszt kialakitdsdn faradozik, addig
bizonyos laborok olyan doppingszerek kifejlesztésén dolgoznak, melyek a kontroll sordn a vizeletbél nem mutathatok ki.
Az a) feladatrészben abbol induljunk ki, hogy egy sportrendezvényen 2400 doppingvizsgdlatnak aldvetett résztvevébdl
60-an egy bizonyos anyaggal doppingoltak. Az dsszes 2400 A-prébat ellendrizték.

A tesztre a kovetkezd érvényes:

Amennyiben egy sportold ezzel a szerrel doppingolt, akkor ezt a teszt 85% biztonsdggal kimutatja. Ebben az esetben
pozitiv eredményrol beszélink.

Amennyiben eqy sportolé nem haszndlta az emlitett anyagot, gy ezt a teszt 96% biztonsdggal bizonyitja.

a) Szamoljuk ki annak a valdszindségét, hogy egy véletlenszerden kivdlasztott személyre az A-préba utdn hibds itélet
sziiletett.

b) Mekkora a valdszinisége annak, hogy az A-préba utdn indokolatlanul vidoltak meg egy sportolot?

¢) Mutassuk meg, hogy kisebb, mint 0,08 az esélye annak, hogy a B-préba utdin is indokolatlanul vidoltak valakit.
(16 pont)



Megoldas. a) Hibas eredmény sziiletett, ha egy doppingolt sportold tesztje negativnak, vagy pedig egy nem
doppingolt sportoléé pozitivnak bizonyul.
Jelolje D azt az eseményt, hogy egy versenyz6 doppingolt, T' pedig azt, hogy a doppingproba eredménye pozitiv
lett.
60

Adott: P(D) = —— = 0,025, P(T | D) = 0,85, P(T | D) = 0,96 = 0,96.
2400

P(TD) + P(TD) = P(T | D) - P(D) + P(T | D) - P(D) =
= (1—0,85)-0,025+ (1 — 0,96)(1 — 0,025) = 0,042 75.

Tehat a véletlenszertien kivalasztott személy esetén kb. 4,3% val6szintiséggel hibéas eredmény sziiletett.
b) Meghatéarozandé a P(D | T).

P(D|T) = P(DT) _ P(T| D)-P(D) _ P(T | D)- P(D) _
P(T) P(T) P(T|D)-P(D)+ P(T|D)-P(D)
0,040,975 0,039 _ 0,6473.

~ 0,850,025 + 0,040,975 0,02125 + 0,039

A valoszintisége annak, hogy egy doppinggal vadolt sportolé nem doppingolt kb. 65%.

A tOrt nevez6jébdl jol lathatod, hogy a doppinggal megvadolt sportolok tilnyomo része nem ezzel az (ismeretlen)
anyaggal doppingolt. A nem doppingolt sportolok magas aranya eredményezi a teszthibabol adodé sok hibas itéletet.

¢) A B-probara csak abban az esetben keriil sor, ha az A-proba eredménye pozitiv. Ebben az esetben a b) rész
megoldasa szerint annak a valészintisége, hogy valaki nem doppingolt, illetve doppingolt, rendre P(Dg) = 0,6473, és
P(Dp) =1-10,6473 = 0,3527.

Ugy, mint a b) feladatrészben, az eredmény:

0,04 -0,6473

P(Dg | T) = ~ 0,0795 < 0,08.
(D5 | T2) 0,85 - 0,3527 + 0,04 - 0,6473

Simon Janos



