A 2011. évi WILLIAM LOWELL PUTNAM verseny feladatai'

A1. Nevezziik novekvd spirdlnak a koordinatasik azon Py = (0,0), P, ..., P, egész koordinataju pontsorozatait,
amelyekre n > 2 és:

- APRP, PP, ..., P,_1P, iranyitott szakaszok rendre az egymést kovets koordinata-iranyokba mutatnak: kelet-

re (Po Py esetén), északra, nyugatra,

délre, keletre, és igy tovabb.
— A szakaszok hozza pozitiv és szigorian névekvd.

[Abra nélkiil.] Hany olyan 0 < x < 2011, 0 < y < 2011 egész koordinataju (z,y) pont van, amely nem lehet egy
névekvs spiral utolso, P, pontja?

A2. Legyenek aj,as,... és bi,bs,... olyan pozitiv valés szamokbol allé sorozatok, amelyekre a3 = by = 1 és
by = byp_1a, — 2, ahol n = 2,3,... . Tegyiik fel, hogy a (b;) sorozat korlatos. Bizonyitsuk be, hogy
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konvergens, és szamitsuk ki az S értékét.

A3. Adjunk meg egy olyan c¢ valos szamot és egy olyan L pozitiv szamot, amelyekre
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A4. Mely n pozitiv egészekre létezik olyan egész elemekbdl 4ll6 n X n-es méatrix, amelyre minden sornak az
onmagéaval vett skalaris szorzata paros, de barmely két kiilonboz6 sor skaléris szorzata paratlan?

A5. Legyenek F: R? — R és g: R — R kétszer folytonosan differencialhato fiiggvények a kivetkezs tulajdonsagok-
kal:

— Minden u € R esetén F(u,u) = 0;

~ Minden z € R esetén g(z) > 0 és 2%g(z) < 1;

- Minden  (u,v) € R? esettn a VF(u,v) vektor vagy 0, vagy parhuzamos a
(g(u), —g(v)) vektorral.
Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan C' konstans, amelyre minden n > 2 és valamely z1,...,z,+1 € R esetén
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AG6. Legyen G n elemd kommutativ csoport, és legyen a

{gl :eagQa"'vgk} ; G

olyan (nem feltétleniil minimalis) halmaz, amelynek elemei kiilonboz6k és generdljadk a G halmazt. Egy specidlis
dobokocka véletlenszertien kivalasztja a g1, 9o, ..., gr elemek egyikét, egyenls valoszintségekkel. A kockaval egymés
utan m-szer dobva, a kapott elemeket Osszeszorozva kapjuk a g € G elemet. Bizonyitsuk be, hogy van olyan b € (0, 1)

valos szém, amelyre
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pozitiv és véges.

YA versenyr6l megjelent ismertetés lapunk 2005/2. szaméaban olvashatoé, a 71-72. oldalon. A verseny honlapja:
http://math.scu.edu/putnam/index.html, a megoldasok a http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnamindex.shtml
honlapon taldlhatok.



B1. Legyenek h és k be pozitiv egészek. Bizonyitsuk be, hogy minden € > 0 esetén léteznek olyan m és n pozitiv

egészek, amelyekre
e < |hv/m —kyvn| < 2e.

B2. Legyen S azon primszamokbol allé (p, ¢, r) rendezett szamharmasok halmaza, amelyekre legalabb egy x raci-
onalis szam kielégiti a pz? + gz +r = 0 egyenletet. Mely primek fordulnak el6 hét vagy tobb S-beli szamharmasban?

B3. Legyenek f és g olyan (valos értéki) fliggvények, melyeknek értelmezési tartoméanya a 0-t tartalmazé nyilt
intervallum. Legyen tovabbé g a 0 helyen folytonos és nem nulla. Ha fg és f /g differencidlhatok a 0 helyen, kovetkezik-e,
hogy f is differencidlhaté a O helyen?

B4. Egy bajnoksagban 2011 jatékos mérkdzik meg egymassal. A 2011 jatékos 2011-szer talalkozik, mindannyian
egyszerre jatszanak a tobbiek ellen. A jatszmaban minden jatékos vagy nyer, vagy veszit. A verseny allasat két 2011 x
2011-es matrixban tartjak nyilvan: T = (Thy) és W = (Whi). Kezdetben T = W = 0. Minden (h, k) esetén ha egy
jatszmaban a h és k jatékosok dontetlent jatszottak (vagyis mindkett6 nyert vagy mindkettd veszitett), akkor a Thy

matrixelem n¢ 1-gyel, ha pedig h jatékos nyert és k jatékos veszitett, akkor Wy 1-gyel né és Wy, 1-gyel csokken.
Bizonyitsuk b%, hogy a baj%okség végeén det (T + W) értéke 292%t10—ne1 osztfiat() %emnegativ egészgszém.

B5. Legyenek aj,as,... valos szamok. Tegyiik fel, hogy létezik olyan A konstans, hogy minden n-re
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Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan B > 0 konstans, hogy minden n-re
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Z (1+ (a; — aj)2) > Bn®.
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B6. Legyen p paratlan prim. Mutassuk meg, hogy ha n a {0,1,2,...,p — 1} halmaz eleme, akkor n értékei koziil
legalabb (p + 1)/2 esetben Zz;é E!'n* nem oszthaté p-vel.



