Megoldasvazlatok a 2012/6. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

I. rész

1. Adott a valds szamok halmazdn értelmezett [ és g fligguvény:

F@) = (20— 1 + (2 — 4) &+ 4) — 5a(z — 1),
g(x) = 23 — 4)z].

a) Igazoljuk, hogy f elsdfoki fiigguény.
b) Adjuk meg a g figgvény zérushelyeit. (11 pont)

Megoldas. a) A hozzarendelési szabalyban megadott képlet a kbvetkez8 modon egyszertibb alakra hozhato:
(22 —1)° + (x — 4)(z +4) — ba(x — 1) = 42? — 4z + 1 + 2% — 16 — 52 + bz = = — 15.

Vagyis f valoban els6foku fiiggvény.

b) A valaszt az x° — 4|z| = 0 egyenlet megoldasai adjak. Ha z > 0, akkor az egyenlet az 2° — 42 = 0 alakot veszi fol,
azaz r(x — 2)(z +2) = 0. A harom tényez6 barmelyike lehet nulla, nekiink a feltétel miatt most az x =0 ésaz x = 2 a
megfelel6. Ha = < 0, akkor az egyenlet ® + 4z = 0 formaban is irhato, azaz 3:(1:2 + 4) = 0. A mésodik tényez6 minden
valés x esetén porzitiv, az elsé tényez6 pedig nulla esetén lesz nulla. Vagyis a vizsgalt feltétel mellett nincs egyetlen
megfelel érték sem.

Vagyis a g fiiggvénynek két zérushelye van, a 0 és a 2.

2. Egy szabdlyos hatszog oldalai és dtloi kézil 6tét pirosra, a tébbit zéldre festettiik. Ezek utdn véletlenszerien
valasztunk kozilik ot szakaszt. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy pontosan hdrom piros és kettd zéld lesz a kivdlasz-
tottak kozott? (13 pont)

Megoldas. A szabalyos hatszognek 6 oldala és 9 atloja van. A 15 szakasz kozott lesz 5 piros és 10 zold. ElGszor

5
3003-féleképpen tehetjiik meg. Ezutan a vizsgalt esemény szempontjabol kedvezd esetek szdmat is Osszeszamoljuk.
A harom piros szakaszt az 6t pirosbol, a két zoldet a tiz z6ldbél kell valasztanunk (a sorrend itt sem szamit).

1
Ez (g) ( 20> =10 - 45 = 450-féleképpen torténhet.

Ak tt valoszintiség: p = —— ~ 0,1499.
eresett valoszintiseg: p = ooo0 ,

15
meghatarozzuk az Gsszes lehetdségek szamat. A 15 szakasz koziil 6t6t valasztunk (a sorrend nem szamit). Ezt ( ) =

3. Az ABC egy szabdlyos hdromszdg. Az A kézépponti AB sugari kir kisebbik BC' ivének B-hez kozelebbi harma-
dolopontja D, C-hez kizelebbi harmadolépontja pedig E. A B kézépponti AB sugari kor kisebbik AC i{vének felezd-
pontja F. Mekkorik az AD, AE és BF egyenesek dltal meghatdrozott hdaromszog belsé szogei? (13 pont)

Megoldas. Legyen AD és BF metszéspontja P, AE és BF metszéspontja pedig Q.

Az APQ haromszog belss szogeinek nagysagat kell megadnunk. Az ABC' szabéalyos haromszog minden szoge 60°-
os. A feladat szovegébdl kovetkezik a keriileti szogek tétele szerint, hogy AD és AE harmadolja a szabélyos haromszog
A csticsénal talalhato 60°-os szoget. Ezért az AQP haromszogben az A csticsnal 20°-0s, és a BAP haromszogben is
az A cstucsnal 20°-os szog van. A keriileti szogek tétele szerint a BE egyenes felezi a szabalyos haromszog B csuicsanal
taldlhat6 60°-os szoget. Tehat ABP<t = 30°.




Az ABP héaromszog P csucsanal talalhatéd kiilsG szog azonos az APQ haromszog P csicsanal talalhato belsd
szoggel, azaz az ABP haromszog két masik belss szogének osszegével egyenlé: APQ<t = 20° + 30° = 50°.

Két bels sz0g ismeretében a harmadik kiszamolhato: AQP< = 180° — 20° — 50° = 110°. Vagyis a kérdésben
szereplé haromszog szogei: 20°, 50°, 110°.

4. Az ABC hdromsziog cstucsainak koordindtdi: A(1;1), B(6;2) és C(2;6).

a) Milyen hosszi a hdromszog legrovidebb magassiga?

b) Mekkora a hdromszog terilete?

c¢) Egyszerre dobunk egy piros és egy zold dobokockdval. A pirossal dobott szdm legyen egy pont elsd, a zélddel dobott
szdm a mdsodik koordindtdja. Mekkora valdsziniséggel lesz az igy kapott pont az ABC hdromsziog belsejében? (14 pont)

Megoldas. a) A legrovidebb magassag a leghosszabb oldalhoz tartozik. Az oldalak hosszat meghatéarozzuk a két
pont tavolsdgat megadd képlettel:

AB:\/(1—6)2+(1_2)2:x/%,
BC:\/(6—2)2+(2—6)2:\/3_2:4\/§,
CA=1/(2-1)*+ (6-1)* = V3.

Vagyis az A cstcs és a BC' oldalegyenes tavolsdga adja a keresett magassag hosszat.
Szamolasunk szerint az ABC' egyenl$ szaru haromszog, hiszen AB = AC'. A keresett magassag az alaphoz tartozik,
aminek talppontja az oldal felez6pontja is egyben: T'(4;4), vagyis a keresett magassag hossza:

TA= (4= 1)+ (41— 1) = 3V2.
b) A BC = 4V2 és a TA = 3V/2 ismeretében a teriilet:

4\/5-3\/52

12.
2

Tapc =

Megjegyzés. Természetesen az el6z6 rész nélkiil, kozvetleniil is meghatérozhato a teriilet. Az ADEF négyzetbdl (ahol D(6;1),
E(6;6) és F(1;6) koordinataju pontok) levagjuk az ADB, AFC és BCE derékszogti haromszogeket.

Vagyis: Tapc = 25 — 2,5 — 2,5 — 8 = 12 (és ebbdl szintén megkaphato, hogy TA = ;—20 =3V2).

¢) A haromszog cstcsai koziil az A abszcisszaja a legkisebb, a B abszcisszéaja a legnagyobb. Ezért a haromszog belsejében 1éve
pontok els6 koordinataja 2, 3, 4 vagy 5 lehet. Ezekhez az esetekhez gyorsan meghatarozhatok a megfelel6 masodik koordinatak:

(2;2), (2;3), (Z4), (25),
(3;2), (3;3), (3;4),
(4;2), (4;3),

(5;2).

Ezek mindegyike lehet a dobokockak dobasanak eredménye, igy a kedvez6 esetek szama 10.
Az 6sszes esetek szama (a két dobokocka dobasaval elGallithaté pontok szama): 6 - 6 = 36. A keresett valosziniség:

10 .
— =0,27.
36

II. rész

5. Egy érettségi taldlkozon Ldszlotol 2012-ben megkérdezték tanitvdinyai, hogy hdny éves. Ezt vdlaszolta:

LEdesanydm sziletési évszama abed, az én sziletési évszamom pedig EQ + 32, ekkor & 21 éves volt. Nem egy
vdrosban élink, a kovetkezd héten utazom hozzd.”
Hdny éves Ldszlo 2012-ben? (16 pont)



Megoldas. Mivel Léaszlé 2012-ben a mér kordbban érettségizett tanitvanyaival beszélgetett, ezért 6 a 20. szazadban
sziiletett. A kovetkezd héten meglatogatja édesanyjat, igy & is biztosan a 20. szazadban sziiletett. Ha élne 112 évnél
id6sebb asszony hazankban, arrol biztosan értesiiltiink volna a meédidbol. (A legidGsebb magyar 2012. aprilis 27-én
110 éves volt.) Vagyis csak az a = 1, b = 9 j6het szoba.

A sz6veg szerint:

abcd + 21 = %2 + 32,
1900 + 10¢ + d 4+ 21 = 192 4+ 100¢? 4 20c¢d + d?,
1560 + 10¢ — 100¢? — 20ed = d? — d.

Mivel a bal oldal oszthatd 10-zel, ezért a jobb oldalon is 10-zel oszthatd szamnak kell allnia. Tehat a d szamjegy
lehetséges értékei: 6, 5, 1, 0. A négy eset mindegyikéhez egy-egy méasodfoku egyenlet tartozik. Ezek koziil nekiink azok
az esetek lesznek megfelelGek, amelyeknek van szamjegy megoldésa.

A masodfoku egyenletek a kovetkezdk lesznek:

I. eset. Ha d = 6, akkor 10¢? 4+ 11¢ — 153 = 0. Nem kapunk c-re szamjegyet.

II. eset. Ha d = 5, akkor 10¢? + 9¢ — 154 = 0. Nem kapunk c-re szamjegyet.

III. eset. Ha d = 1, akkor 10¢? + ¢ — 156 = 0. Nem kapunk c-re szamjegyet.

IV. eset. Ha d = 0, akkor 10¢? — ¢ — 156 = 0. Innen a ¢ = 4 megfeleld.

Az egyediili megoldas: a=1,b=9,c=4,d=0.

Azaz Laszl6 sziiletési évszama 192 4 402 = 1961, vagyis 2012-ben 51 éves.

6. Tekintsik az {a,} = {2Z i ;2} sorozatot (n € NT).

a) Hatdrozzuk meg a sorozat dsszes olyan tagjat, amelyek 3-ndl nem kisebbek.

b) Az a1, as, ag sorszdmai egy mértani sorozat hdrom egymdst kovetd tagjat adjdk. Igazoljuk, hogy a sorozat ezen
hdarom eleme egy szamtani sorozatnak a hdrom egymdst kévetd tagja lesz.

¢) Hdny olyan tagja van a sorozatnak, amelyek hdrom tizedes jegyre kerekitett értéke 2,0127

d) Hatdrozzuk meg a nlirrgo an €rtékét. (16 pont)

Megoldas. a) Hatarozzuk meg a sorozat els6 néhany tagjat:

2-14+12 7 2-2412 16 2-3+12
“M=T133 Ty ®TTag3 5 ®TT3i3 Y
Ezek a tagok megfelelek. Megmutatjuk, hogy t6bb nincs, mert a sorozat szigorian monoton csokkend, azaz a
n+12  2(n+1)+12 . 2n412 _ 2n+14
, vagyis

>
n+3 (n+1)+3 n+3 n+4

egyenl6tlenség minden pozitiv egész n esetén teljestl.
Szorozhatjuk az egyenlGtlenség mindkét oldalat (n + 3)(n + 4)-gyel, hiszen pozitiv egész n-ek esetén ez a szorzat
pozitiv:
(2n+12)(n+4) > (2n+ 14)(n + 3),
2n* 4 20n + 48 > 2n* + 20n + 42.

Ez pedig valéban igaz, vagyis a sorozat szigortian monoton csokkeng.
Tehat a sorozatnak csak az elsg, a masodik és a harmadik tagja nem kisebb 3-nal.

7 6 2-9412 5
b) A sorozat kérdéses harom tagja a kovetkez6: a1 = =, a3 =3 = —, ag = )+ 1e = —.
2 2 9+3 2
. .6 7 5 6 1, . i L . ; e e .,
Mivel - — - = — — — = ——| igy ezek a szdmok val6ban egy szdmtani sorozat hirom egymast kdvets tagjat adjak.

2
c) A fe%adat feltzetele szerint azokat a pozitiv egész n-eket keressiik, amelyekre
2n 412
_|_

2,0115 < < 2,0125.

Szorozhatjuk az egyenlGtlenséget (n 4 3)-mal, hiszen pozitiv egész n-ek esetén ez pozitiv:

2,0115(n + 3) < 2n + 12 < 2,0125(n + 3),
0,0115n + 6,0345 < 12 < 0,0125n + 6,375.

Az els6 egyenlétlenségbdl kapjuk: n < 5,9655 : 0,0115 ~ 518,739. A masodik egyenl6tlenségbdl kapjuk: 477 < n. Vagyis
az n lehetséges értékei: 478, 479, ..., 517, 518. Ez Osszesen 41 tag.

d) A hatarérték tulajdonsagait felhasznalva:
212 . 2+ 2940

. T o _
A = T T TS STy




7. Az ABCDEFGH téglatestben ugy jeloltik a csicsokat, hogy az ABCD alaplappal egybevigs lapon az E csicsot
az A-val, a F csicsot a B-vel, a G csticsot a C-vel, a H csicsot a D-vel kisse dssze €l. Tudjuk, hogy a BAF szdg

45°-0s, a CAG szdg pedig 30°-0s.
a) Igazoljuk, hogy AFGD négyzet.
b) Mekkora az AFBC tetraéder felszine, ha AB = a?
¢) Mekkora az AFHC tetraéder térfogata, ha AF és HC tdvolsdga av2?
(16 pont)
Megoldas. a) Hasznaljuk az dbra jeloléseit. Mivel a téglatest ABFE oldallapjan az atlo szogfelezd (BAF < = 45°),
ezért ez a lap négyzet. Az oldalai legyenek a hosszusaguak, ekkor AF = av/2. Tudjuk, hogy a CAG derékszogi

haromszoghen CAG< = 30°, és CG = a, ezért AG = 2a, AC = av3.
H
i
1
1
I
I
I
I
I

Az ABC derékszogil haromszoghen a Pitagorasz-tétel alapjan:
a2+x2:(a\/§)2, z=aVv?2.

Vagyis a téglatest ezzel parhuzamos minden éle a2 hosszasagu. Téglatest esetén az AFGD metszetrdl tudjuk, hogy
téglalap, most pedig az is kideriilt, hogy két szomszédos oldala egyenls: AF = FG = av2, ezért AFGD valdban

négyzet.
b) Az AFBC tetraéder felszine harom derékszogl haromszogh6l: ABC, ABF és CBF, valamint az AFC egyenl6

szart haromszogbdl all.

av'3 av'3

AC = FC = aV/3, hiszen mindketts ugyanolyan téglalapnak az atloja. Az AFC haromszogben a TC' = m magassag

hossza Pitagorasz-tétellel kifejezhetd:
1 5
m = 4/3a% — §a2 —a\/;.
A tetraéder felszine:

A=Tapc+Tapr+Tcpr +Tarc =
2 V2 2.1 2.@ 2.67 2~\/§+1+\/§+\/5z3032a2
2 ’ '

:a-7+a'§+a 2+CL 5

¢) Az ABCDEFGH téglatest B, D, FE és G cstcsaba is ugyanolyan hosszisaga harom él fut be: a, a, av2. Az
ezek altal kifeszitett négy tetraédert kell levagnunk a téglatestbdl, hogy megmaradjon az AFHC tetraéder. Az eddigi
szamolasunk azt mutatja, hogy ha az AF és HC tavolsaga av/2, akkor AB = a.

Egy levagott tetraéder térfogata:
2
a2 ad V2

Vagcr = -2 3 5




Vagyis a feladatban szerepls tetraéder térfogata:

Varrac = Vapopere — 4 - Vaper = a®V2 — 4 - =

8. Egy hdz tizfala egy négyzetbdl és eqy szabdlyos hdromszogbol dll. A falat két szinnel szeretnék vakolni. A két
rész kézott a hatdrvonal egy parabola lesz, amit a mellékelt abra mutat. A hdziké parabola feletti részét vilagosabbra,
a tobbit sdtétebbre vakoljik. A felilet hany szdzaléka lesz sotétebb drnyalati? (16 pont)

)
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0 1 2x13 2

Megoldas. Legyen a négyzet oldala 4, ekkor a ttizfal teriilete:

42./3
T=42+T\/—:z22,9.

Meghatarozzuk a sététebb rész teriiletét. Ehhez az abrat koordinata-rendszerbe tessziik. A parabola az f(z) = z?
hozzarendeléssel megadott fliggvény képe. Az e egyenes illeszkedik a P(3;4) pontra, és mivel az irdnyszoge —60°, azért
az irdnytangense: —/3. Ezek segitségével megadhato, hogy az e egyenes egyenlete: y — 4 = —\/g(x — 3), vagyis az
egyenes a g(z) = —/3z+3V/3+4 hozzarendeléssel megadott fliggvény képe. Meghatarozzuk a parabola és az e egyenes
metszéspontjanak koordinatait.

Az f(x) = g(x) egyenlet megoldasa adja a metszéspontok elsé koordinatajat:

x2:—\/§x+3\/§+4,
22 +V3z — (3vV3+4) =0.

A két gyok koziil az egyik negativ, most arra a metszéspontra van sziikségiink, amelynek az els6 koordinataja pozitiv:
r1 ~ 2,3. A kérdéses teriiletet a kovetkezé modon kapjuk:

2,3 3
T = / a:2d:1:+/ (—\/§x+3\/§+4)d1’:
2,3

[ﬂ 1 [— 3. %2-1-(3\/34-4):10]3 =

2,3

2

:T‘o’—(— (—x/§~%+(3\/§+4).3>—
- (—ﬁ'%+(3\/§+4).2,3) ~17.6.



Ez az egésznek kb. a 33,2%-a.

Megjegyzés. A masodik integral helyett hasznalhatjuk a trapéz teriiletképletét is.

9. Hatdrozzuk meg azokat az x valos szamokat, amelyre cosx és cos2x négyzetisszege a cos 3x négyzetével eqyenld.

(16 pont)

Megoldas. A cos?z + cos?2x = cos? 3z egyenletet kell megoldanunk. Ezt az egyenletet cos?2z = (cos3x —

cos x)(cos 3z + cos z) alakra tudjuk hozni.
Tovabb alakitva:

)

9 . 3rx+zx . dr—= 3z+z 3r—x
cos” 2z = | —2sin sin 2 cos cos
2 2 2
cos? 2x = —2-sin2z -sinz - 2 - cos 2z - cos T,
cos? 2z = —2 - sin 2z - sin 2z - cos 2x,

cos 23:(cos 22 + 2 - sin® 23:) =0,
cos 2x [cos 20+ 2 - (1 — cos? 2:6)] =0,

Ccos 23:(2 cos? 2z — cos 2z — 2) =0.

A cos2z-re haromféle értéket kapunk:
1. eset: cos2x = 0, ahonnan x1 = g + k- g, ki € Z.
14+ V17
4

II. eset: cos2x = > 1, teh&t nem ad megoldast.

1—+/17
III.  eset: cos2r = ——— ~ —0,7808, ahonnan 2o

4
2x3 ~= 3,8164 + 2ksm, k3 € Z, vagyis 2 ~ 1,23 + ko, x3 ~ 1,91 + kam.
Tehat a feladat feltételeinek megfelel§ Gsszes valos szamot az x1, xo, x3 adja.

Q

2,4667 + 2I€27T, ko S Z,

Szamado Laszlo



