A 2011. évi Kiirschak Jo6zsef Matematikai Tanuléverseny feladatainak megoldasa

1. Adott pozitiv egészeknek egqy ai,as, ... végtelen sorozata, amelyre teljesiil, hogy tetszdleges k, £ pozitiv egészek
esetén ax4p oszthatd az ay €s ay szamok legnagyobb kézds osztdjaval. Mutassuk meg, hogy barmely 1 < k < n esetén
QnQp—1 - Qp_k+1 0Szthato agai—_1 - - - aj-gyel.

Megoldas. A binomialis egyiitthatok mintajara legyen

B(n,0)=1, és B(n,k)= a”i’;;;;l' : af;f“, ha 1<k<n.

Az n szerinti indukcioval bizonyitjuk, hogy B(n, k) egész szam.

A k =0 és k = n esetekben az allitasunk trivialis, hisz B(n,0) = B(n,n) = 1. Ez a megfigyelés egyittal az n = 1
esetet is bizonyitja. Tegyiik fel tehat, hogy 0 < k < n, és B(n', k') € Z teljesiil minden 1 < k' < n' < n értékre.

Az (1) definiciobol lathatjuk, hogy
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A feladat feltétele szerint az a, szadm oszthat6é ay és a,—j legnagyobb kozos osztojaval. Ezért vannak olyan z, y
egész szamok, amelyekre arx + an—ky = an. Ezt beirva (2)-be,
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B(n,k) = nk) = Z—kB(n, k) +y- LB, k) =

n

=z-Bn—1,k—1)4+y-B(n—1,k).

Az indukcits feltevés szerint a jobb oldalon &ll6 szamok egészek, igy B(n, k) is egész. O

Megjegyzések. 1. Az 1,23, ... sorozatra trivialisan fennall a kivant feltétel. A feladat erre a konkrét sorozatra éppen a a
binomialis egyiitthatok egész tulajdonsagat allitja. A kitzott feladat tehat arra mutat ra, hogy a szorzatok hanyadosanak egész
tulajdonsaga mar egy, az a1, az, ... sorozatrol kikotott joval gyengébb feltételbdl is kovetkezik.

2. Tobb versenyz§ probalkozott annak becslésével, hogy egy p prim milyen kitevén osztja a szamlalot, illetve a nevezét. Nem
nagyon nehéz megmutatni, hogy tetszéleges ¢ primhatvanynak legalabb annyi t6bbszordse van az an, @n—1,...,@n—k+1 Szamok
kozott, mint az a1, az,...,ak—1 - - ar szdmok kozott. Ebbsl a megfigyelésbél pedig konnyen adodik a feladat megoldasa.

2. Legyen n pozitiv egész. Jelolje a(n) az olyan n = x1 +x2+. .. felbontdsok szdmdt, ahol x1 < x9 < ... és a sorozat
minden x; tagjdra x; + 1 a 2 pozitiv egész kitevds hatvinya. Jeldlje b(n) az olyan n = y1 +y2 + ... felbontdsok szdmdt,
ahol minden y; tag pozitiv egész és az utolsd kivételével minden y;-re 2-y; < y;+1 teljesil. Igazoljuk, hogy a(n) = b(n).

Megoldas. Tetszbleges olyan n = 21 + x5 + ... felbontast, amit az a(n)-ben szdmolunk meg, kodoljunk az alabbi
modszerrel. Minden i-re irjuk fel az x; kettes szamrendszerbeli alakjat (az i-edik sorba x;-t irva) tgy, hogy a legnagyobb
helyiértéken allo szamjegyek egymas ala keriiljenek. Mivel a 2F — 1 szam kettes szamrendszerbeli alakja pontosan k db
egyesbdl all, a kapott felirasban kizarélag egyesek fognak szerepelni, és az egyesekbdl allé sorok hossza lefelé haladva
nem csokken. Ebben a felirdsban minden egyeshez egy jol meghatarozott érték tartozik: ha egy egyestdl jobbra /¢
tovabbi egyes talalhato, akkor az adott egyes értéke pontosan 2¢. A felirasbol adodéan a kodolasbol ugy olvashato ki
az x;, hogy az i-edik sorban all6 egyesek értékét osszeadjuk.

Ha a most felirt kodolasban oszloponként adjuk Gssze a felirt egyesek értékét, akkor egy n = y1 +y2+. .. felbontést
kapunk, ahol y; jeloli a jobbrél az i-edik oszlopban &ll6 egyesek Gsszértékét. Vilagos, hogy y;11 > 2 - y;, hiszen y;
minden egyesétdl balra all egy y;41-hez tartozo egyes, ami pontosan kétszer annyit ér, mint a téle jobbra 4allé. Ez azt
jelenti, hogy az n = y1 + y2 + ... felbontéast b(n)-ben szamoltuk meg. Azt kaptuk, hogy minden a(n)-ben leszamolt
felbontashoz tartozik egy jol meghatéarozott b(n)-ben leszdmolt felbontas.

A tovabbiakban azt igazoljuk, hogy a fenti transzformacioé kolesondsen egyértelmi megfeleltetés a kétféle tipusba
tartozoé felbontasok kozott. Ezt pedig tigy mutatjuk meg, hogy minden b(n)-ben leszamolt n = y1 +y2+. . . felbontéshoz
konstrualunk egy a(n)-ben leszamolt n = x1 + x2 + ... felbontast, amit a fenti transzformacié pontosan az n =
y1 + y2 + . .. felbontasba visz.

Legyen tehat adott egy b(n)-ben leszamolt n = y; + y2 + ... felbontas. A jobb széls6 oszlopban helyezziink el
y1 db egyest egymaés felett. Ha mar elkészitettiink ¢ oszlopot, akkor ezekt6l balra tgy konstrualjuk meg az (i + 1)-
edik oszlopot, hogy az i-edik oszlop minden egyese mellé balrél irunk egy egyest, tovabba még y; 11 — 2 - y; tovabbi
egyest irunk ezen egyesek folé. Ez y;11 > 2 - y; miatt mindig megtehets. Vilagos, hogy ha most minden egyesnek
a fent definidlt értéket adjuk, akkor a j-edik oszlopbeli egyesek Gsszértéke pontosan y; lesz minden értelmes ¢-re. Ha
pedig a felirt egyeseket soronként olvassuk ki kettes szamrendszerbeli szamokként, akkor ezen szamok az n-nek egy
a(n)-ben leszdmolt z1 + z2 + . . . felbontasat adjak, amit (a konstrukcié miatt) a fent leirt transzformécié pontosan az
n =1y +ya2 + ... felbontasba visz. Mi pedig éppen ezt akartuk bizonyitani. [

Megjegyzés. A megoldas ramutat arra is, hogyan keletkezett a feladat. A jol ismert Ferrers-diagram konjugalasanak mintajara
teremtiink bijekciot a kétféle particiotipus kozott azzal a kiilonbséggel, hogy mig a Ferrers-diagramban minden jel értéke 1, ez



a feladatban egy kettGhatvany, ami a diagrambol egyértelmien kikovetkeztethetS. Ha tehat Ferrers-diagramként (azaz ,egyes
szamrendszerben”) értelmezziik az
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reprezentaciot, akkor az a 14 =1 + 3 4+ 3 4 7 particiot jelenti, aminek konjugaltja a
14=1+1+14+1+3+3+4.

Ugyanez a diagram a feladatbeli kodolas szerint az a(n)-ben leszamolt 142 = 1+ 747+ 127 particiot kodolja, amihez a b(n)-ben
leszamolt
142=1+2+4+8+18+36+73

partici6 tartozik.

3. Adott a sikon 2n pont és 3n egyenes. Bizonyitsuk be, hogy van a sikon olyan P pont, hogy P-nek a 3n egyenestdl
valo tavolsdgainak dsszege kisebb, mint P-nek a 2n ponttol vald tdvolsagainak dsszege.

Megjegyzés. A megoldashoz vezets alabbi Gtletre sokan rajottek. Ha igaz az allitas, akkor annak gy is teljesiilnie kell, ha az
adott egyenesek mindegyike ugyanazon az O ponton halad at, és ugyanez a metszéspont van 2n multiplicitdssal megadva. Ha
ekkor egy O-t6l kiilonb6z6 P pont rendelkezik a kivant tulajdonsaggal, akkor az O P félegyenes barmely pontja ilyen tulajdonsagi.
Marpedig, ha ,kellsen messzir6l” néziink ra a sikra, akkor az egyenesek és a pontok ,nagyon kozel” lesznek ehhez az allapothoz.
Az utols6 6tlet pedig az, hogy ha nagyon sok egyenes van adva, és azok egy szabalyos 6n oldalt sokszog atmérdi, akkor P-nek
az egyenesektdl mért Ossztavolsaga ,nagyjabol” aranyos lesz az OP tavolsaggal. Tehat ha az allitas igaz, akkor annak méar egy
véletleniil valasztott P pontra is pozitiv valoszintséggel kell teljesiilnie. Ezeket a gondolatokat bontjuk ki az alabbi megoldasban.

Megoldas. Valasszunk egy olyan k kort a sikon, amibél a 3n egyenes mindegyike olyan hart metsz ki, amihez
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legalabb (1 — T)T( nagysagu kozépponti szog tartozik. Konnyen lathato, hogy létezik ilyen kor: valasszuk a &k kor
n
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legyen, ahol d az adott egyeneseknek az O-t6l mért tavolsagai koziil a legnagyobb.
Ha H egy, a k korbe irt szabalyos hatszog és e a megadott egyenesek egyike, akkor azt mondjuk, hogy H jo e-hez,
ha H-nak 3 — 3 cstcsa esik e mindkét partjara, azaz e a H két atellenes oldalat metszi. A k vélasztésa folytan az olyan

O kozéppontjat tetszélegesen, sugara pedig

szabalyos hatszogek csicsai, amik nem jok e-hez a k kornek hat ivét alkotjék, és mindegyik ivhez legfeljebb T nagy-

sagu kozépponti szog tartozik. Mivel 6 - 3n ilyen iv nem fedheti a k kort, ezért talalhato olyan k-ba irt Py Po P3Py PsPg
szabéalyos hatszog, ami a megadott 3n egyenes mindegyikéhez jo. S6t, még az is feltehets, hogy a 3n egyenes egyike
sem merd6leges a Py P> P3Py Ps Py hatszog egyetlen oldalara sem.

Azt allitjuk, hogy a Py, P, P3, Py, Ps, Ps pontok valamelyike rendelkezik a feladatban leirt tulajdonséggal. Ehhez
elegend6 megmutatni, hogy e hat pontnak a 2n megadott ponttoél vett tavolsdgosszege tobb, mint a 3n egyenestdl vett
tavolsagosszege, hiszen ekkor nem lehetséges hogy mindegyik P;-nek a pontoktol mért tavolsagosszege legalabb akkora
legyen, mint az egyenesektdl valo. Legyen tehat X a megadott pontok valamelyike. A haromszog-egyenlGtlenség miatt

|P1X| + |P4X| Z |P1P4| = 2T,

hisz P, és P, az r sugart k kor atellenes pontjai. Hasonld okbol

|P2X| + |P5X| > |P2P5| =2r és |P3X| + |P6X| > |P3P6| = 2r,

tehét

|PLX| + |P2X |+ |Ps X |+ |PuX| + |Ps X | + |Ps X| > 6r.

A megadott pontok mindegyikére Gsszeadva a fenti becslést azt kapjuk, a P; pontoknak a 2n megadott ponttol vett
tavolsagosszege legalabb 12rn. A bizonyitas befejezéséhez az alabbiakban azt igazoljuk, hogy a P; pontoknak az
egyenesektdl mért tavolsagosszege kisebb 12rn-nél.

Legyen e a megadott 3n egyenes valamelyike. Feltehetjiik, hogy e a P, Ps és P3P, oldalakat metszi, azaz e egyik
partjan a P;, P> és Ps, mig a masikon a Py, P5 és P pontok vannak. Vilagos, hogy a P; és Ps pontoknak az e egyenest6l
mért tavolsagainak Osszege megegyezik a P Pg szakasznak egy e-re meréleges f egyenesre vett mer6leges vetiiletének
hosszaval.




Hasonléan, a P, és Ps, illetve a P53 és P, pontok e-t6l mért tavolsagosszege a m, illetve a P; P, szakaszok f-re vett
merGleges vetiiletének hossza. Marpedig a meréleges vetiilet hossza sosem nagyobb a vetitett szakaszénal, jelen esetben
pedig szigoruan kisebb anndl, ugyanis a hatszoget ugy valasztottuk, hogy P; Ps nem meréleges e-re. Tehat a kérdéses
tavolsagosszeg szigortan kisebb, mint e harom szakasz Gsszhossza, azaz |PyFPs| + |PaPs| + |PsPs| =+ 2r + 1 = 4r,
hiszen a szabalyos hatszog oldalhossza megegyezik a koré irt kor sugaraval, mig az atellenes csticsokat 0sszek6té hur
a k kor atmérGje.

Azt kaptuk, hogy a P;-knek a megadott 3n egyenestdl a tavolsdgosszege kisebb, mint 3n - 4r = 12rn. Nekiink pedig
pontosan ezt kellett bizonyitanunk. [

Megjegyzés. A feladatbelinél erésebb allitas is igaz. Ha nem csak egy szabalyos hatszog csticsaival dolgozunk, hanem egy
megfelel6en nagy k koron egyenletes eloszlassal valasztott véletlen pontra szamitjuk ki a kérdéses tavolsagosszegek varhato
értékeit (ehhez a k kor mentén kell integralni), akkor az is konnyen igazolhato, hogy tetszGleges n pont és k egyenes esetén, ahol

k < g - n, mindig létezik olyan P pont a sikon, hogy P-nek a pontoktdl vett tavolsagosszege legalabb akkora, mint P-nek az

egyenesektsl mért tavolsagainak Osszege.



