Az [~!(z) = f() tipust egyenletekrsl,
avagy az irastudok felelGssége
és egyéb érdekességek
Abraham Gabor

Az alabbi cikk a 2010. évi Ratz Laszlo Vandorgytilésen elhangzott el6adasom alapjan késziilt.

Immar 18 éve tanitok a szegedi Radnoti Miklos Kisérleti Gimnazium matematika tagozatin. A tagozatunk 6
feladata a tehetséggondozas, a matematika versenyekre torténd felkészités. Ennek nagyon fontos részét képezi, hogy
olyan moédszereket, Gtleteket, fogasokat adjunk at a didkoknak, melyeket hatékonyan tudnak hasznalni a munkajuk
soran. Ezeket mi is hosszu évek alatt sajatitottuk el sok tanulassal, feladatmegoldéssal. A mi felelGsségiink tobbek kozott
abban all, hogy az altalunk kézreadott megoldasok precizek legyenek, a felhasznélt tételeket pontosan fogalmazzuk
meg, hogy azok alkalmazasa nehogy hibas, vagy hidnyos megoldéasra vezessen. Ennek kapcsan szeretnék szolni az
f~Hx) = f(x) tipust egyenletekrél (ahol f~!(x) az f(x) fiiggvény inverze), melyekkel j6 néhanyszor talalkozhattunk
mér matematika versenyeken.

Az elsé két feladat is versenyfeladat volt. Az itt kozolt megoldasuk szo szerint az tgynevezett hivatalos megoldas.
Ezekben kiemeltem azokat a részeket, melyekkel a cikk soran részletesen foglalkozom.

1. feladat: Oldjuk meg a valds szdimok halmazdn a

22 +1 - 11z — 6
x2+11 6—2a

egyenletet.
(KoMaL F. 2830., NMMV 2003., KoMaL B. 4027)

11z -6

Megoldas (NMMYV 2003. hivatalos megoldasa): Nézziik a jobb oldali fiiggvényt, ennek egyenlete: y = 5 .
—x

yr+1
y2+11
maésik oldal az el6bbi inverz fiiggvénye. A két fliggvény képe egymaés tiikorképe az y = x egyenesre nézve, ezért
6(z? +1)
2 +11
23 —62% 4112 —6 = 0 egyenlet bal oldalanak szorzat alakja (x —1)(z—2)(x —3) = 0. Ez alapjan az egyenlet megoldasai
az 1, 2, 3 szamok, melyek igazzé is teszik az eredeti egyenlGséget.

Ezt z-re rendezve z = 6 adodik. Lathato tehéat, ha az egyik oldalt az x fiiggvényének tekintjiik, akkor a

metszéspontjaik az y = x egyenesen vannak. Igy elegend6 az x = egyenletet megoldani. A rendezés utani

*

Ezzel a hivatalos megoldas végére értiink.
A lelkiismeretiink megnyugtatasa végett abrazoljuk az

2?2 +1
R = R; =6——
JRR f(@) =65
és a
6 11z — 6
: | —=;6| = R; =
g [11, [ 9@ =2
fiiggvényt (1. dbra).
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1. dbra

1Az F. 2830. megoldasa nem jelent meg a Lapban, ezért a feladatot mas feladatokhoz hasonléan 2003-ban B. 4027. szammal Gjra
kittiztiik. Ennek megoldasa mar megjelent a Lapban, lasd KoMalL, 2008/4., 220. oldal.



Az abra alapjan az alabbi megallapitasokat tehetjiik:

e A két fiiggvény grafikonja az y = = egyenesen metszi egymast, tehat a megoldasnak ez a része latszolag rendben
van.

e A figyelmes szemlél szamara lathato az f fiiggvény grafikonjén, hogy a fliggvény nem kolcsondsen egyértelmii.
Erre annak alapjan is felfigyelhetiink, hogy az f fiiggvény paros, hisz minden & € Dy esetén —x € Dy is teljesiil,
és

(—z)® +1 P

(—x)?+11 2?2+ 11

f(—z) =6 f(a).

Tehat kézenfekvs az alabbi kérdés: Korrekt volt az inverz kapcsolat emlitése?
Miel6tt a kérdéssel behatobban foglalkoznank, nézziink meg egy mésik versenyfeladatot, melyet 2003-ban ttiztek
ki a Nemzetkozi Magyar Matematika Versenyen.

2. feladat: Oldjuk meg a valds szamok halmazdn a logs(2” + 5) = log,(3” — 5) egyenletet.
(NMMV 2003.)

(A hivatalos megoldas az alabbi volt.)

Megoldas: Vizsgaljuk az alabbi két fiiggvényt:
f: R = Jlogs 5;00]; f(x) = logs(2* + 5),
g : llogg 5;00] = R; g(x) = logy (3" — 5).

Mivel a két fiiggvény egymads inverze, a grafikonjuk az y = x egyenesre nézve szimmetrikus, igy grafikonjaik csak ezen
az egyenesen metszhetik egymast.
Ezért az egyenletnek csak olyan = szam lehet a megoldasa, amelyre

logs(2* +5) = = = logy(3* = 5),

vagyis 2 +5 = 3. Ebbdl az 5 = 37 — 2% egyenlethez jutunk, aminek csak a pozitiv szdmok halmazan lehet megoldésa,
hiszen a nempozitiv szamok halmazéan a jobb oldali kifejezés elsé tagja nem nagyobb a masodik tagjanéal.

Az x =2 megoldas, tobb megoldas pedig azért nincs, mert a 3* — 2 fliggvény a pozitiv szdmok halmazan szigortan
monoton novekve.

*

Erdemes megjegyezni, hogy utolsé megéllapitds mindenképpen bizonyitast igényel. Az f: RT — R; 2 — 3% és a
g: RT = R;  +— 27 fiiggvény is szigortian monoton ndvekvs, és két szigortian monoton novekvé fiiggvény kiilonbsége
nem feltétleniil szigordan monoton névekvs. Ebben az esetben viszont igen, hiszen

e[

. . 3\" . . .
valamint minden x € R* esetén 2° > 0, <§> — 1 > 0 és mindkét tényezs szigortian monoton novekvs.

Abréazoljuk az (1) fiiggvényeket (2. dbra). A grafikon tjfent megerdsiteni latszik azt a gondolatot, mely szerint, ha
egy invertalhato fiiggvény és inverzének a grafikonja metszi egymaést, akkor a metszéspontnak az y = = egyenesen kell
lennie.
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A tovabbiakban alkalmazzuk a hivatalos megoldasokban latott gondolatmeneteket, modszereket.

3. feladat: Hatdarozzuk meg a kovetkezd egyenlet valos megolddsait.
2
-6
Var+6="1 —.

2
_6
Y ad6dik.

(Alkalmazzuk sz6 szerint az 1. feladatra kozolt hivatalos megoldést.)
Megoldas: Nézziik a bal oldali fiiggvényt, ennek egyenlete: y = v2x 4 6. Ezt x-re rendezve x =

Lathato tehat, hogy ha az egyik oldalt az x fiiggvényének tekintjiik, akkor a masik oldal az elébbi inverz fliggvénye.
A két fliggvény képe egymas tiikorképe az y = = egyenesre nézve, ezért metszéspontjaik az y = x egyenesen vannak.
2
egyenletet megoldani. Ennek megoldéasai: 21 = 1 +V7; 20 =1 — V7.

Igy elegends az = =

¢ —6
Ellendrzéssel meggyézddhetiink arrdl, hogy a masodik szam nem megoldasa az egyenletnek, mert a bal oldal pozitiv,
a jobb oldal negativ értékd. Az els6 viszont kielégiti az egyenletet.

*
Nyugtassuk meg a lelkiismeretiinket, és abrazoljuk az f: [—3;00[ = R; f(z) = V22 + 6, valamint a g: R — R;

2
-6
z fliggveényt (3. dbra).
i

9(z) = —
v
] ’l//f(it)/

3. dbra

A grafikonok két pontban metszik egymést. Eszerint az egyenletnek két valos megoldasa van, szemben azzal, amit

az el6z6 megoldasban kaptunk.
Hol a hiba a korabbi gondolatmenetben? Miért veszitettiink megoldast az el6z6 feladatban?
Az egyik hibat ott kovettiik el, hogy az inverz kapcsolat vizsgélata esetén csak formalis algebrai atalakitasokat

végeztiink, és nem foglalkoztunk az e mogott rejlé matematikai tartalommal.
Adjuk meg a feladathoz kapcsolddo két kolesonosen egyértelmi fiiggvényt, melyek egymés inverzei. Ezek az
2
-6
ésa g Ry —[-3;00; x> z )

fi[=3;00[ =Ry 2= V22+6
fiiggvények. Ha az egyenletet a DN D, = RBL halmazon oldjuk meg, akkor az egyetlen megoldas tényleg az 1 = 1++/7

22 —6

V2xr+6= 5

szam. De a
egyenlet értelmezési tartomanya nem az R{, hanem a [—3; —v/6] U [vV/6; 00 halmaz. Ezen a halmazon viszont két

megoldéasa van. Adjunk a feladatra korrekt megoldéast.
I. megoldas: A [-3;—V6] U [V6;00[ halmazon az egyenlet mindkét oldala nemnegativ értéki, igy négyzetre
emeléssel az eredetivel ekvivalens egyenlethez jutunk. Végezziik el a négyzetre emelést és redukaljunk nullara.

zt — 1222 -8z +12=0
2 _
egyenlet megoldasai gyokei

Mivel az f és g fiiggvény grafikonja az y = x egyenesen metszi egymast, az x =
lehetnek az el6z6 negyedfokin egyenletnek is. Igy azt varjuk, hogy z2 — 2z — 6 osztoja az (:E4 —122% — 8z + 12)-nek.

A polinomosztést elvégezve kapjuk, hogy
ozt —122% — 82 — 12 = (22 — 22 — 6)(2% + 22 — 2).



Igy az eredeti egyenlet megoldasai, az 2 — 2o — 6 = 0 és az 22 + 2z — 2 = 0 masodfoku egyenletek megoldasai koziil
keriilnek ki, melyek az 1+ v7; 1 — V7; =1 +v/3; —1 — V/3 szamok.
Ezek koziil az értelmezési tartoméanynak csak az 1 + V7; —1 — v/3 szamok az elemei.
2

-6
2. megoldas: A [-3; —V6] U [V6; 00| halmazon keressiik az y = V27 + 6 ¢s az y = z egyenlett gorbék
metszéspontjainak elsé koordinatajat. Emeljiik négyzetre az elsé egyenletet, majd adjuk hozza a masodik kétszeresét.
Ekkor az y? 4+ 2y = 2% + 2z kétismeretlenes egyenlethez jutunk, melyet konnyen szorzattd alakithatunk: (y — z)(y +
22 -6

2

x4+ 2) = 0. Ebbdl kapjuk, hogy y = x vagy y = —x — 2. Ezt visszahelyettesitve a mésodik egyenletbe az = =
2

egyenletekhez jutunk. Innen pedig megkaphatjuk a megoldasokat.

ésa —x—2=

Konnyen gyarthatunk az el6z6hoz hasonlé egyenleteket. Az aldbbiakban oldjunk meg még egy ilyen tipusut.
4. feladat: Oldjuk meg a valds szamok halmazin a V2 —x = 2 — x> egyenletet.
Megoldas: Az f: R — R; f(z) = 2 — 2° fiiggvény nyilvan kolcsonosen egyértelm, igy létezik inverze. Kénnyen
lathato, hogy ez a g: R — R; g(x) = V2 — x fiiggvény, hisz D, = Ry, R, = Dy, valamint
flg()) =2— (V2 —x)3 =2-(2-1z)=1.

Az eddig jol mikdds gondolatmenet alapjan az f és g fiiggvény grafikonja csak az y = x egyenesen metszheti egymaést,
igy a 2 — 2% = 2 egyenlethez jutunk. Ezt atrendezve és szorzatta alakitva kapjuk az (z — 1)(2? + 2 4+ 2) = 0 egyenletet,
melynek csak x = 1 a megoldésa.

Abréazoljuk az f és g fiiggvényeket (4. dbra).

4. dbra

Ugy ttinik, a grafikon tovabbra is igazolja a megoldasban alkalmazott gondolatmenetet. Az el6z6 feladatban szerepld
f fiiggvénybdl kiindulva foglalkozzunk az f. : R = Ry z — 2—(z — 0)3 fiiggvénnyel, ahol ¢ nemnegativ valds paraméter.
Mivel f. barmely c esetén kolcsonosen egyértelmt, azért létezik inverze.

Adjuk meg ezt az inverz fiiggvényt. Fejezziik ki az y = 2 — (z — ¢)” egyenletbdl az z-et. Ekkor az © = ¢+ {/2 — y
egyenlethez jutunk. Ha felcseréljiik z-et és y-t, akkor megkapjuk az f. fiiggvény inverzének hozzarendelési szabalyat.
Tehat f, inverze az f, ' : R — R; z — ¢ + /2 — x fiiggvény.

Abrazoljuk néhany c érték esetén az f. fiiggvényt és inverzét. A ¢ = 0 esetet mar lattuk, legyen ¢ = 0,5, ¢ = 0.8,
c=1 (5. dbra).



-

5. dbra

A grafikon alapjan kijelenthetjiik, hogy az (1 — :E)3 +2 =1+ v/2 — x egyenletnek 6t valos megoldasa van, melyek
koziil négyhez tartoz6 metszéspont nincs rajta az y = x egyenesen.

Tehat hibas az az allitas, hogy ha egy invertalhato fiiggvény és inverzének a képe metszi egymast,
akkor a metszéspont az y = r egyenesen van!

Oldjuk meg az el6z6 egyenletet.

Megoldas: Legyen y = 1 — x. Ekkor az 4> + 1 = /14y egyenletet kapjuk, melyet kdbre emelve és rendezve
az y° + 3y® + 3y® — y = 0 egyenlethez jutunk. Ennek az y = 0, igy az eredetinek az = = 1 megoldasa, ahogy azt a
grafikonrol is leolvashattuk. Az y kiemelésével kapott y® 4+ 3y° + 3y* — 1 nyolcadfoku polinomnak az y = —1 gyoke,
hisz az egyiitthatok valtakozo elGjeld Gsszege 0 (a hidnyzo tagok egyiitthatoja 0, és ezt figyelembe kell venni). Ebbé&l
kapjuk az eredeti egyenlet grafikonrol is leolvashaté masik egész gyokét, az © = 2-t.

Az el6z6ek alapjan y + 1 osztéja az (y® + 3y° 4+ 3y — 1)-nek, a hanyadospolinomot a Horner-féle elrendezés (|3],
284. oldal) segitségével konnyedén meghatarozhatjuk. Igy kapjuk, hogy

P3P +3 1=+ 1)y -y +y° +2y* — 28 + 297 +y - 1).

Mivel a két grafikon metszi egymast az y = x egyenesen, az x = (1 — x)3 + 2 egyenlet valos gyoke, megoldéasa az
eredeti egyenletnek is. Attérve y-ra azt kapjuk, hogy az y°> + y + 1 = 0 egyenlet valos megoldésa gyoke az

v =Syt 2yt — 2 2y — 1
hetedfokd polinomnak is. Ennek alapjan azt varjuk, hogy
v +y+1 osztoja az (y7 — P 2t — 2+ 2%y — 1)—nek,

ami teljesiil is, amint arrél polinomosztassal meggy6zédhetiink, y* —y° + 2y — 1 a hanyados polinom. Tehat a feladatot
visszavezettiik az y> +y + 1 = 0 és az y* — y® + 2y — 1 = 0 egyenletek megoldasara. Ebbsl meghatarozhatjuk a meég
hidnyzo6 harom valos gyokot. (Lasd [3], 321-332. oldal.)

*

A tovabbiakban foglalkozzunk a kézépiskolabol jol ismert klasszikus inverz kapcsolattal.

5. feladat: Mely egytdl killonbozd pozitiv valds a esetén van legaldbb egy valds megolddsa az a® = log, x egyenletnek?

Megoldas: Lathato, hogy a feladat ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy mely egyt6l kiilonb6z6 pozitiv valés a esetén
van legalabb egy kozos pontja az f: R — RT; 1+ a” ésa g: RT — R; 2 — log, z fiiggvény grafikonjanak.

Az eddigiek alapjan csak annyit allithatunk, hogy ha van kozos pontjuk, akkor azok kozott biztosan taldlhatd
olyan, amelyik eleme az y = = egyenesnek, hisz az f és g fliggvény folytonos az értelmezési tartoméanyan.



Az eddigi ismereteink alapjan nyilvanvald, hogy ha 0 < a < 1, akkor a két grafikon metszi egymaést. Legyen ezutan

a> 1.

Abrazoljuk a = 10, illetve a = 1,3 esetén a fiiggvényeket. Az y = = egyenes elvalasztja a két grafikont a = 10
esetén, illetve belemetsz a grafikonokba a = 1,3 esetén (6. dbra)

6. dbra

Mivel a g fiiggvény szigorian konkév, a kovetkez6t allithatjuk. Az f és g fliggvény grafikonjanak a > 1 esetén
akkor és csak akkor van kozos pontja, ha a g grafikonjanak az y = = egyenessel parhuzamos érintGje az y tengelyt a

nemnegativ tartomanyban metszi.
Hatarozzuk meg az érint6 egyenletét. Mivel az érint6 meredeksége 1 és
1
/
xXr) = )
9'(@) z-lna

1
az érintési pont x koordinatdja x = ——. Tehat az érintési pont az E | —;log, — | pont. Az y koordinatadbol
Ina Ina Ina

latszik, hogy ez a pont csak a > 1 esetén létezik. Az érints egyenlete:

1
y=x— — +log, —.
Ina Ina

In(Ina)

Az f és g grafikonjanak akkor és csak akkor van kozos pontja, ha
= —log,Ina=—
Ina

1 <1 1
[ O _
na = % lng

Ezt végigszorozva a negativ — Ina-val az 1 > In (Ina) egyenlStlenséghez jutunk. Hasznéljuk fel, hogy e > 1.

1>In(Ina)

)

>1Ina

Q| =

o=

T
>a

1
e

e

Tehat a vizsgalt paraméteres egyenletnek akkor és csak akkor van valés megoldésa, ha 0 < a < 1vagy 1 <a <e

(7. dbra).




Az el6z6 feladat utan kézenfekvs az alabbi kérdés.

6. feladat: Az 5. feladatban szerepld egyenletnek az a paraméter mely értékeinél van 1, illetve 2 valds megolddsa?
Van-e olyan a érték, amely esetén az egyenletnek kettdnél tobb valds megolddsa van?

Megoldas: Az el6z6 feladatban lattuk, hogy ha 1 < a < e%, akkor az egyenletnek két megoldasa van, ha a = ee
akkor egy. Vizsgaljuk meg a 0 < a < 1 esetet; készitsiink néhany abrat (8. dbra).
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8. dbra

Vizsgéljuk meg, hogy milyen feltételek mellett van harom metszéspontja a két gorbének. Huzzuk be mindkét gérbe
érintjét az y = x egyenesre es6 P(xo;zo) pontba (9. dbra).

9. dbra

Lehet-e olyan eset, hogy a két gorbe érintGje megegyezik?

Mivel a két gorbe egymas tiikorképe az y = = egyenesre nézve, a P pontba huzott érint6ik is egymaés tiikorképei

erre az egyenesre nézve. Tehat a két érint6 csak ugy eshet egybe, ha mer6leges az y = x egyenesre, igy irdnytangense
—1, azaz irdnyszoge —45°.

Hasznaljuk fel, hogy a*° = xy,

- G) (10. dbra).

és az exponencialis fiiggvény derivaltja az xo pontban —1, tehat *® -Ina = —1. Igy



0,6

041

0,24

—0,21

10. dbra

1 e
Ha <—> < a < 1, akkor az exponencialis fiiggvény P(zo;x0) pontjaba huzott érintGjének a meredeksége negativ,
e

de nagyobb —1-nél. Igy a P pontba hiizott érint6 iranyszogének abszolit értéke kisebb 45°-nal, a logaritmus fiiggvényé
nagyobb. Ezért az zy-nak van olyan jobb oldali kdrnyezete, amelybe es6 z-ek esetén a logaritmus fiiggvény grafikonja
az exponencialis fiiggvényhez hizott érinté alatt halad, mig az exponencialis fliggvény grafikonja az érinté fo6lott. Az
a < 1 alapu logaritmus fiiggvény zo < x abszcisszdju pontjaiba htzott érintGinek a meredeksége kisebb, mint az
inverze ugyanilyen abszcisszaji pontjaba htizott érintGjének meredeksége. Igy a két grafikon csak a P pontban metszi
egymast.

1\° .
Ha0<a< <—) , akkor az exponencidlis fliggvény P-beli érintGjének az irdnyszoge a nagyobb abszolut értékd. Igy
e

a P abszcisszajanak van olyan bal oldali kornyezete, ahol a logaritmus fiiggvény grafikonja az exponencialis fiiggvény
grafikonja alatt halad (lasd a 11. dbrdt). Valahol viszont bele kell metszenie, mert az exponenciélis fliggvény grafikonja
metszi az y tengelyt, a logaritmus fliggvényé nem. T6bb metszéspont pedig nem jon létre, mert a tengelyek elvalasztjak
a grafikonokat.
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11. dbra

Osszegzés: Az a” = log, z (0 < a, a # 1) egyenletnek:
— nincs valés megoldasa, ha et < a;

1 e

— egy valés megoldasa van, ha a = e%, vagy <—> <a<l1;
e

— két val6s megoldéasa van, ha 1 < a < e%;

1 e
— harom valés megoldasa van, ha 0 < a < <—> .
e

Térjiink vissza az 1., majd a 2. feladatra. El6szor adjunk az 1.-re egy olyan megoldast, amely elkeriili a két oldal
kozotti inverz kapcsolat felhasznélasat.

1. feladat: Oldjuk meg a valds szdimok halmazdin a

22 +1 - 11z — 6
x2+11 6—2a

egyenletet.



Megoldas: (Ezzel a megoldassal lényegében azonos a B. 4027.-es feladatra adott K6MaL internetes megoldas,
amely a http://www.komal.hu/verseny /feladat.cgi?a—feladat&f=B4027&1=hu oldalon olvashato.)

Az egyenlet értelmezési tartomanya a ;6| intervallum. Emeljiik négyzetre az egyenletet, majd redukaljunk

11
nullara. Ekkor a
4725 — 2222 + 3142° — 56422 + 1367z — 942 =0

egyenlethez jutunk. Mivel az egyiitthatok Osszege 0, azért x = 1 gyoke az egyenletnek, tehat
z—1 osztéjaa (472" —2222" + 3142® — 5642* + 1367z — 942)-nek.
Horner-elrendezéssel vagy polinomosztassal meghatarozhatjuk a hanyadost, amely a
472* — 1752° + 1392 — 425z + 942

polinom. Ha ennek van egész gyoke, akkor az csak a konstans tag osztéi koziil keriilhet ki. Kénnyen meggy6z&dhetiink
arrol, hogy x = 2 gyok. Igy

-2 osztéjaa (472" —1752% 4+ 1392® — 425z + 942)-nek.
A hanyados megint meghatérozhaté Horner-elrendezéssel vagy polinomosztéssal, amely a
472 — 812” — 23z — 471

polinom. Ennek z = 3 gyke, igy a polinom oszthaté (z — 3)-mal. A hanyados a 47x2 4 60z 4 157, melynek nincs valos
gyOke, mivel a diszkriminansa negativ. Tehat az egyenlet megoldasai az 1, 2, 3 szamok.

*

A 2. feladat kapcséan, az dbra alapjan mar meggy6ézadtiink arrol, hogy az f(x) = logs (2% +5) és a g(x) = log, (3% —
5) fiiggveények grafikonja csak az y = x egyenesen metszi egyméast. Ezt most bizonyitsuk is be!

Azt mar bebizonyitottuk, hogy az f(z) = logs(2* 4+ 5) és a g(x) = log,(3* — b) fiiggvények grafikonjanak az y = x
egyenesen csak az x = 2 helyen van metszéspontja, mert a logs(2® + 5) = z = log, (3" — 5) egyenletnek csak az x = 2
a megoldasa.

Megmutatjuk, hogy az f fliggvény az értelmezési tartomanyan szigortan konvex, a g pedig szigorian konkav.

Az f els6 derivaltja

In2.2%
"(z) = (1 2° 4+5) = —— 2
igy a masodik derivalt
f”(:E): In2-27 /: In®2. 2% 5
In3- (2% 4+ 5) In3 (27 +5)%’

ami barmely valés x esetén pozitiv, tehat fszigorian konvex fiiggvény. A ¢ fliggvény elsé derivaltja

/ In3-3"

g'(@) = (loga(3" =5)) = o

A miésodik derivaltja

") n3-3* \ Wm?3-3° -5
X)) = =
g 2 (37— 5) m2  (3r—57

ami a g értelmezési tartomanyanak barmely x értékére negativ, igy a g az értelmezési tartomanyén szigorian konkav.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a 2-nél kisebb helyeken az f fliggvény grafikonjanak minden pontja az y = x egyenes
felett, a g fliggvényé pedig az alatt helyezkedik el, tehat itt nem metszhetik egymaést, mig a 2-nél nagyobb helyeken
forditott a helyzet, igy ott sem metszhetik egymast. Ezzel igazoltuk, hogy a két grafikonnak csak az x = 2 helyen van
kozos pontja.

Konklazié:

e Nagyon fontos, hogy két fliggvény kozotti inverz kapcsolat bizonyitasa ne csak formalis algebrai atalakitas legyen,
hanem ennél mélyebb megfontolas.


http://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=B4027&l=hu

e Az f~(x) = f(x) tipust egyenleteknél akkor és csak akkor hivatkozhatunk arra, hogy a fiiggvény és inverzének
a grafikonja csak az y = x egyenesen metszi egymast, ha ezt az adott egyenlet kapcsan bizonyitottuk.

Létezik-e olyan tétel, amely segitséget nydjt a bizonyitashoz?
Miel6tt erre ratérnénk, oldjuk meg az aldbbi feladatot.

7. feladat: Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet:

3
Viz—3="2 I?’.

Megoldas: Az konnyen lathatd, hogy ez az egyenlet is az f _1(:10) = f(z) tipusa egyenletek kozé tartozik, hiszen
343
az f:R > Rz~ Vidr—-3éag:R - R, z — % fliggvények egymas inverzei, ahol mindkét fiiggvény

szigorian monoton novekvs. Atrendezés utan az eredetivel ekvivalens \/4 - ¥4z — 3 — 3 = x egyenletet kapjuk, mely
az f fiiggvénnyel kifejezve a kdvetkezd alakban irhaté fel: f ( f (x)) =z.

Az alabbiakban bebizonyitjuk, hogy mivel az f fliggvény szigortan monoton névekedd, azért az f( f (:E)) =z
egyenlet megoldashalmaza megegyezik az f(x) = x egyenlet megoldashalmazaval.

Legyen z megoldasa az f(z) = « egyenletnek. Ekkor f(z) = z, igy f(f(z)) = f(2), tehat f(f(2)) = 2.

Legyen mésrészt r megoldasa az f(f(z)) = = egyenletnek, azaz f(f(r)) = r. Tegyiik fel, hogy r < f(r). Mivel az
f fiiggvény szigortian monoton ndvekvd, ekkor f(r) < f(f(r)), tehdt r < f(r) < f(f(r)), ami ellentmondas. Hasonloan
be lehet l4tni, hogy f(r) < r sem lehetséges, tehat sziikségképpen r = f(r). Igy a két egyenlet megoldashalmaza egyenld.

Tehat az eredeti egyenlet ekvivalens a v/4z — 3 = z egyenlettel. Kébre emelés és atrendezés utan z° — 4z + 3 = 0.
Ennek a megoldasai az eddig alkalmazott modszerek felhasznalasaval méar kénnyen meghatarozhatok, és ezek az 1,

-1-+v13 —-1++13

5 , > szamok.

A feladatnak két nagyon fontos hozadéka a kovetkezd.

1. hozadék: Adott az f~'(z) = f(x) egyenlet, ahol f: Dy — Ry; v+ f(z) szigortian monoton novekvs fiiggvény.
Ebbél kovetkezik, hogy f~*(z) is szigoriian monoton ndvekvs. (Lasd [1], 151. oldal.) Az egyenlet két oldaléra alkalmazva
a szigortan monoton f fiiggvényt kapjuk, hogy

FH @) =f(f@) = x=[(f(2)).

Azt pedig az el6bb belattuk, hogy az utolso egyenlet megoldashalmaza megegyezik az f(x) = x egyenlet megoldas-
halmazaval, mivel f szigortan monoton névekvé. Igy az f~'(x) = f(x) egyenlet megoldashalmaza megegyezik az
f(x) = x egyenlet megoldashalmazaval, ha f szigorian monoton névekvs. Igy megfogalmazhatjuk az alabbi tételt.

Tétel. Ha az f: Dy — Ry; x — f(x) figguény szigordan monoton ndvekvd, akkor a Dy N Ry halmazon az
f_l(;v) = f(x) egyenlet megolddshalmaza megegyezik az f(x) = x egyenlet megolddshalmazdval.

Megjegyzés: Az 1. és a 2. feladatra adott els6 megoldast ugy tehetjiik teljesen korrektté, ha belatjuk, hogy az inverz
kapcsolatban szerepls fiiggvények szigorian monoton névekvék. Ezt az olvaséra bizzuk.

2. hozadék: Ha az f: Dy — Ry; x — f(x) figgvény szigortian monoton novekvs, akkor az (f( . (f(x)) . )) =z
egyenlet megoldashalmaza megegyezik az f(x) = x egyenlet megoldashalmazaval.

Végiil nézziink néhany feladatot, melynek megoldasat az olvaséra bizzuk.

Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket:

1. Ve +5=a2-5;
2 _
2. V2x + -z 5 7;

3.224624+7=Vzx+5;

4. (2+ x)1°g23 -3+ x)1°g32 =1,z €]-2;00]

(Dan Negulescu, Matematikai Olimpia, Braila, 2001);
5. (31 —1)" = log 4 (VT + 1);

6. (z* —6)° =6+ vV + 6

7.:102\/—3+4\/—3+4\/—3+4x.

Kiilon koszonettel tartozom Katz Sdndornak, aki értékes tanécsaival segitette munkamat.
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