I. megoldas. 1. Legyen E egy pont e-nek a testbeli szakaszan, és jeloljikk az EDA, EDB, EDC szbgeket sorra
B3, v bettivel; ezekre nyilvanvaléan 0° < «, 3, 7 < 90°. A kérdéses tavolsagosszeg:

(1) s=a sina+b sinf+c siny.

Vélasszuk DFE-t hosszegységnek, igy vetiiletei a D-bdl kifutd éleken rendre cosa , cosf, cosrwy, és az ezek vég-
pontjaival meghatarozott téglatest testatlojaként

DE? =1 = cos®a + cos? 8 + cos?y = (1 — sin’a) + (2 — sin?3 — sin?y),
amibdl minden széba jovs «, B, v szogharmasra
(2) sin®a + sin?f + sin®y = 2.

Irjuk a bal oldalt a bizonyitandé egyenl6tlenség 2-es tényezGje helyére:

asina + bsin f + ¢siny < \/(a2 + b2 + ¢2)(sin?a 4 sin? B + sin®y).
A bal oldal pozitiv, igy az allitas ekvivalens azzal az egyenlGtlenséggel, amit négyzetre emeléssel kapunk; abban mindent
a jobb oldalra gytjtiink, és észrevessziik a lehet&ségeket a teljes négyzetté alakitasra:
0 < (asin B — bsina)® + (bsiny — ¢sin 8)* + (csina — asin~y)”.

Ennek helyessége pedig nyilvanvalo.
2. Egyenl6ségrél csak akkor lehet sz6, ha a jobb oldalon mindegyik zaréjelben 0 all; tovabb ennek egzisztencidjat
vizsgaljuk, a test éleire az a < b < ¢ nagysagviszonyt alapul véve. A zérdjelekbeli kiilonbségek eltiinésébdl:

sina  sinf  siny

A, alland6 (> 0),
" 2 c allando (> 0)
tehat ha az adott téglatesthez van olyan e egyenes, amelyre s eléri fels6 korlatjat, arra o < 8 < v, elég tehat azt
biztositanunk, hogy siny < 1 legyen.

A meghatéarozasa céljara irjuk be (2)-be a siny = Ac, . .. kifejezéseket, és vegyiik észre, hogy az allitasban is szerepl6
(a® +b? + ¢?) kifejezés téglank d testatlojanak négyzete. Igy A = v2/d, és kovetelésiink
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ez pedig teljesiil, ha a® +b? > ¢2, vagyis ha a vizsgalt téglatest leghosszabbik éle kisebb, mint a ra merdleges lap atloja.

Ekkor 1 1 1
cosa = EVbQ +c2—a?, cosf= E\/c2 +a?—-0b%, cosvy= E\/a? + b2 — 2,

ezek kozil barmelyik kett6 meghatarozza e helyzetét. (Példaul DA és DB mint tengely korili «, ill. 5 nyilasszogi
kupfeliileteknek negyede esik a D-nél levs testszoglet [triéder| belsejébe, ezek egyetlen kozos alkotoja lesz e.)

Nyilvanvaldéan megfelel a talalt feltételeknek a kocka, és ekkor a testatlo egyenese az, amelyre a legnagyobb a tavol-
sdgosszeg. — De hogy ne mindig csak a legtrividlisabb példakra gondoljunk, vegyiik még a csak kevéssel altaldnosabb
a="b=05,c=Tesetet (és allitsuk c-t fligglegesnek). Ekkor o = 3, ezért a maximumot ad6 egyenes a DCD*C*
fiiggsleges atlos sikban van, ahol a * (betiivel egyiitt) az illet6 csucs tiikorképét jelenti a test centruméra. Tovabba
cosy = 1/d, és a félegyenes egy tovabbi, F' pontjat az abra szerint tizhetjik ki.




II. megoldas. Jeloljiik az e egyenesnek az AD, BD, CD éllel bezart szogét rendre a-val, f-val, y-val. Ekkor az
A, B, ill. C cstucs tavolsidga az e egyenestdl rendre

a-sina, b-sinf, c-sinvy.
Tekintsiik a kovetkez6 két vektort:
f=(a,b,c), h = (sin ¢, sin 3, sin 7).

Jeloljiik az f és h altal bezart szoget p-vel, igy a két vektor skaléris szorzata egyfelSl éppen a tavolsagosszeg, masfel6l
az ismert képlet alapjan:

(* f-h=asina+bsinf+csiny=|f]-|h|-cosp =
=Va2+b+c?- \/sin2a + sin?B 4 sin?y - cos .

Mit mondhatunk a sin?a + sin?3 4 sin?~y kifejezésr6l? Legyen E az e egyenes tetszéleges pontja, és vetiilete a DA,
DB, DC élek egyenesére rendre E4, Ep, Ec. Pitagorasz tételét felhasznalva

ED? = DE% 4+ DE% + DEZ = DE?cos’a + DE*cos®8 + DE*cos®y
1 = cosa + cos? 8 + cos?y.

2z = 1 — sin®x azonossagot, kapjuk

Folhasznélva a cos
2 = sin®a + sin?3 + sin’y.
Ezt (x)-ba behelyettesitve és folhasznalva, hogy cos ¢ < 1, a bizonyitando6 egyenl6tlenséget kapjuk:
(a24+b2+¢%)-2>a sin a+b sin S+ ¢ sin 7.

Egyenl6ség akkor allhat fenn, ha cosp = 1, vagyis az f és h vektorok egyezd irdnytak. Mikor lehetséges ez? Ha van

olyan t pozitiv valos szdm, amelyre
f=h-t

vagyis
a b c

sina  sing siny
Ez példaul teljesiil, ha a = b = ¢ (vagyis a téglatest kocka) és sin @ = sin 8 = sin~y (vagyis e éppen a kocka testatlojanak
egyenese).
Ebbdl természetesen nem kovetkezik, hogy csak ebben az esetben allhat fonn egyenléség. Csak annyit mutattunk
meg, amennyit a feladat kért: lehetséges egyenldség.



