Megoldasvazlatok a 2010/7. sz. emelt szintii gyakorlo feladataihoz

Szamadoé Laszlo
Veszprém

I. rész

1. Hajtsuk végre a kivetkezd utasitdsokat. Eqy tetszdleges kétjegyd szamnak vegyiik o tizszeresét. Az igy kapott
szdmhoz adjunk hozzd egy tetszdleges szdmgegyet. Ennek az dsszegnek veqyik a szdzszorosdt, majd adjuk hozzd az
eredeti kétjeqyd szdmot. Az ekkor kapott szdmbdl vegyiik el a tetszdleges szamgjeqgy kétszeresét. A kilonbségnek vegyik
a hetedét.

Igazoljuk, hogy az eljirds végén mindig egész szdmot kapunk. (11 pont)

Megoldas. Legyen a tetszéleges kétjegyt szam ab (a pozitiv szamjegy, b szamjegy), a tetszéleges szamjegy pedig c.
A feladat utasitasait kovetve ezeket a szamokat kapjuk:

ab, ab0, abe, abc00, abcab, abcab— 2c.
Ez utobbit igy is irhatjuk:
1001 - ab + 100c — 2¢ = 1001 - ab+ 98 - ¢ =7 - (143 - ab + 14 - ¢).

Mivel a zarojelben 1év6 kifejezés egész szam, azért valoban egész szamot kapunk az eljaras végén.
Megjegyzés: A feladat éllitasa tetszbleges egész szam esetén teljesiil.

2. Hatdrozzuk meg a p értékét gy, hogy a kivetkezd egyenletnek legyen valos gyoke:

Va2 = 2010z — 2011 4 /22 + 2011z + 2010 + /22 — p? = 0.

(12 pont)

Megoldas. Harom nemnegativ valds szam 6sszege csak ugy lehet nulla, ha mindegyik nulla. A mésodfoku kifeje-
zéseket szorzatta bonthatjuk:

2% — 2010z — 2011 = (2 — 2011)(x + 1),
2% + 2011z 4 2010 = (z 4 2010)(z + 1),
2 —p* = (z = p)(z +p).

Ekkor az egyenletet igy irhatjuk:

V(z=2011)(z + 1) + /(2 +2010)(z + 1) + /(z — p)(z + p) = 0.

Az © = —1 esetén az els6 két tag értéke nulla. Ha van megoldas, akkor a harmadik tagnak is nullanak kellene lennie
—1 helyettesitésénél: ,
(-1)° =p*=(-1+p)(-1—p)=0.
Vagyis p1 = 1 vagy p2 = —1.
3. Adott a koordindtarendszerben ot pont: A(7;—1), B(—2;2), C(-1;5), D(6;6), E(7;6).
a) Adjuk meg azt a P pontot (ha van ilyen), amelyre PA = PB = PC = PD.
b) Igazoljuk, hogy nincs olyan pont, amely az A, B, C és E pontoktdl egyenld tdvolsdgra taldlhato. (14 pont)

Megoldas. a) A keresett P pont az ABCD négyszog koré irt korének koézéppontja. Ennek meghatarozasara egy
lehetséges gondolatmenet a kovetkezs:

Felirjuk az ABC héaromszog koré irt korének egyenletét. Megnézziik, hogy erre a korre illeszkedik-e a D pont. Ha
igen, akkor az el6bbi kor kozéppontja lesz a keresett P pont. Irjuk fel az AB szakasz f3 felez6merdlegesének egyenletét.

5 1
Az AB szakasz felez6pontja: F3 (5; 5), az fs egyenes normélvektora: 73(3; —1) || AB. Vagyis az egyenlet:
f3:3z—y=".

J
, az f1 egyenes

. 3
Irjuk fel a BC' szakasz fy felez6merdlegesének egyenletét. Az BC' szakasz felezGpontja: Fy (—5; 3

normalvektora: nf(1;3) || BC. Vagyis az egyenlet:

fi:x+3y=09.



Meghatarozzuk a két egyenes metszéspontjat, ehhez a

3x—y="7
r+3y=9

egyenletrendszert kell megoldanunk. Ebbél kapjuk: x = 3, y = 2. Vagyis az ABC héaromszog koré irt korének kdzép-
pontja: K(3;2).

Meghatarozzuk a kézéppont és valamelyik cstics tavolsagat, hogy a kor sugarat is megkapjuk: KA = KB = KC = 5.
Ezek alapjan a kor egyenlete: (z — 3)% 4 (y — 2)° = 25. A D(6;6) pont koordintainak behelyettesitésével egyenlséget
kapunk, ezért a D pont illeszkedik erre a korre, azaz ABC D hurnégyszog. A keresett pont azonos a K ponttal, vagyis
P(3;2).

Megjegyzés. Rovidebb szdmoléassal is eljuthatunk ehhez az eredményhez, ha észrevessziik és belatjuk, hogy az
ABC haromszog derékszogi. Ekkor az ABC haromszog koré irt korének kdzéppontja az AC szakasz felezGpontja lesz
(Thalész-kor).

b) Ha van ilyen pont, akkor az illeszkedik az AE és a BC szakasz felez6merd6legesére is. A tanult modon felirjuk a
két felez6mersleges egyenletét, majd meghatarozzuk a metszéspontjukat.

5
Az AF szakasz felezGmerslegesének egyenlete: y = 3 A BC szakasz felez6merdlegesének egyenlete: x + 3y = 9.

35
A metszéspont: Q (5, 5 )

Ha van megfelel6 pont, akkor az csakis a @ lehet. Eddig tudjuk, hogy AQ = EQ és BQ = CQ. Mivel

o o

igy EQ # CQ, vagyis valoban nincs a feltételeknek megfelel§ pont.
Megjegyzés. Az allitas igazolasat most onéalloan végeztiik el. Természetesen az a) részben kapott eredmeények felhasz-
nalasaval is igazolhattuk volna a b) allitast: az ABC koré irt kor egyenletébe behelyettesitjiik az E(7;6) koordinatait.

4. Az f(x) mdsodfoki figguény esetén minden valds x-re teljesiil, hogy
(1) f@+ fla+1)+1=2-(f(z)+z+1).
Adjuk meg f(8) — f(4) értékét. (14 pont)
Megoldas. Legyen f(z) = az® 4 bx + ¢ (a, b, ¢ valos szamok). Ekkor a feladat szovege szerint minden valés
esetén:
ax? + bz +c+alz+1)° +bx+ 1)+ c+ 1 = 2a2® + 2bx + 2¢ + 22 + 2.
Elvégezve a miiveleteket, 6sszevonasokat: 2ax+a+b = 2x+1. Ezt a kovetkezs alakban is irhatjuk: 2(a—1)z = 1—a—b.
Ez minden valos z-re akkor teljesiil, ha 2(a —1) = 1—a—b =0, azaz a = 1, és b = 0, a c tetsz6leges. Vagyis
f(z) = 2® + c. Ekkor f(8) — f(4) = 8% +c— 4> —c=48.
Megjegyzés. Tetszbleges, az (1)-nek eleget tevs f(x) fliggvény esetén teljesiil, hogy f(8) — f(4) = 48. Ezt rekurzivan
bizonyithatjuk.

II. rész

5. Eqy szinpadi diszletet a diszlettervezd egy 1 m x 2,5 m-es préselt lemezbdl szeretné kivdgatni. A lapra 1 dm-
es beosztdssal racsot rajzolnak, o téglalap hosszu kozépvonalanak egyenesét y, az erre merdleges egyik oldal egyenesét
pedig = tengelynek tekintik. Berajzoljdk az x — 25 — x2 hozzdrendelésid figgvény rdacspontjait. A rdcspontokat sszekitd
egyenes szakaszok mentén kifirészelik azt a konvex sokszdget, amelynek egyik oldala az eredeti téglalap egyik oldaldval
eqybeesik. Hdany dm?-rel kapndnak nagyobb teriletd sikidomot, ha a fiigguény gorbéje mentén tudndnak firészelni?
(16 pont)

Megoldas. Az dbra mutatja a konvex sokszoget, amely négy hirtrapézbol és egy egyenl@szara haromszogbdl all.
Ezek teriiletének Osszege:

104+8)-9 8+6)-7 6+4)-5
(0489, @+6):7  (6+4

(442)-3 21
2 + 2
=81 +49+25+9+1=165.

Vagyis a sokszog teriilete 165 dm?.
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Szamoljuk ki, hogy mennyi lenne annak a sikidomnak a teriilete, amelyet a fiiggvény gorbéje mentén fiirészelve
kapnank. Ehhez a gorbe alatti teriiletet kell meghataroznunk:

5 237°
T:/ (25 — 2?) dx = [2@——} =
3 -5

-5
125 125 500
=125——+125— — = —.
3 + 3 3
A két teriilet kiillonbsége adja a kérdésre a valaszt:
500 5
T—t=——-165==.
3 3

5
Azaz csak 3 dm?-rel lenne nagyobb a gorbe mentén kiftirészelt sikidom teriilete.

6. Az f(x) = |z — 1| + | — 5] — 4 hozzdrendeléssel megadott fiigguény jo kizelitéssel egy kiézépszakasz jellegi folyo
m

keresztmetszetét adja. A koordindtarendszer eqysége a valdsdagban 1 métert jelent. Tudjuk, hogy a folyo sebessége 1,2 —,
S

a vizdllds pedig 4 méteres.

a) Mekkora mennyiséqgi viz halad keresztil a folyo keresztmetszetén 1 dra alatt?

b) Hany szdzalékkal csikken a folyd vizhozama, ha a vizszint 2 méternyit apad?

¢) Mennyivel csikken a vizszint az eredetihez képest, ha a hiraddsok szerint a folyd vizhozama a felére esett vissza?
(16 pont)

Megoldas. Rajzoljuk le a fiiggvény gorbéjét.

Ha z < 1, akkor f(z)=|z— 1|+ |z —5|—-4=—-2x+1—-2+5—-4=—-2z+2.

Hal<ax <5, akkor f(z)=|z—1|+|z—5|—-4=2—-1-24+5-4=0.

Ha 5 <z, akkor f(z) =]z — 1|+ ]z —5|—-4=2—1+2—-5—4=2z—10.

Az igy kapott harom segédegyenes megfelels része adja a fliggvény gorbéjét, amint ezt az dbrdn lathatjuk. Bejeloltiik
a 4 méteres vizallas szintjét is.
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a) Mivel a folyo sebessége 1,2 E, azért 1 Ora alatt, azaz 3600 s alatt 4320 métert halad. A foly6 keresztmetszetén

egy ilyen hosszt vizoszlop halad keresztiil. Ennek a huartrapéz alapa hasdbnak a térfogatat kell meghataroznunk.
A fiiggvény adatai alapjan a trapéz parhuzamos oldalainak hossza 4 m és 8 m, a trapéz magassiga 4 m. A hasab
magassaga 4320 m. Ezek alapjan a keresett térfogat:

(4+8)-4

V:
2

- 4320 = 103 680.
Vagyis 1 6ra alatt 103 680 m® viz halad keresztiil a folyé keresztmetszetén.

b) Ha a vizszint 2 méterrel csokken, akkor a vizéllas mar csak 2 méter lesz. Kiszamitjuk az eredeti és az 1j
keresztmetszet esetén a teriiletet, ekkor meg tudjuk mondani a vizhozam csokkenését. Az adatokat a wdzlatrajzon
rogzitettiik.

4+8)-4 446)-2
Az eredeti keresztmetszet teriilete: T = % = 24. Az 1j keresztmetszet teriilete: t = % = 10.
A kérdéses szazalék: T 1400
T 00 51 58,3

Vagyis kb. 58,3%-kal csokkent a foly6 vizhozama.

¢) Azt a vizszintet keressiik, amikor a keresztmetszet vdzlatrajzdn a sziirkével jelolt rész teriilete fele az eredeti
trapéz teriiletének. Rajzunkon a trapéz kiegészité haromszoge is lathato.

4
Hasznaljuk a rajz jeloléseit. Harom hasonlé haromszog lathatd az abran. Ezek alapjan: % = %, azaz a = 4,
4 4
illetve — = +m, azaz c =m + 4.
4
. . . e et . (4d+c)-m
Tudjuk, hogy az eredeti keresztmetszet teriilete: T' = 24. A sziirkével jelolt rész teriilete: to = — s = 12,

azaz (4 + ¢) - m = 24. Behelyettesitve a korabban kapott ¢ = m + 4 eredményiinket: (m + 8) - m = 24. Az igy kapott
m? 4+ 8m — 24 = 0 méasodfoku egyenlet megoldasai: mipe = —4+ 24/10.

Csak a pozitiv érték johet szoba: m = —4 4+ 2v/10 ~ 2,32. Vagyis kb. 4 — 2,32 = 1,68 méterrel csokkent a vizszint
az eredetihez képest, ha a foly6 vizhozama a felére esett vissza.

7. A négyzetszamokat haromszog alakzatba rendezzik az aldbbiak szerint:

1
4 9 16
25 36 49 64 81
100 121 144 169 196 225 256

a) Melyik szam dll a 13. sor 7. helyén?
b) Hol taldlhatd a 66 0497
¢) Mennyi a 24. sorban lévd szamok 0sszege? (16 pont)

Megoldas. a) A sorokban rendre 1,3,5,... darab négyzetszam talalhato. A 13. sort megel6zéen 12 teljes sor
talalhato, vagyis az els6 12 paratlan szam Osszegét kell venniink. Ez 1 4+ 3+ ...+ 23 = 144. A 13. sorban a 7. szdm a
144 + 7 = 151. négyzetszam lesz.



Vagyis a kérdezett helyen a 1512 = 22 801 4ll.

b) Az n. sor utolso tagja n*. Mivel 66 049 = 2572, azért a 257. négyzetszam helyét kell megkeresniink. Tudjuk,
hogy 257 = 162 + 1. Az els6 16 paratlan szam Osszege 16 = 256, ezért a 257. négyzetszam a 17. sor 1. helyén 4ll.

c) A 23. sor utols6 tagja a 232, azaz az 529. négyzetszam. A 24. sor utolsé tagja pedig a 24, azaz az 576. négyzet-
szam. A feladatunk a 530. négyzetszamtol az 576. négyzetszamig Osszeadni az Osszes négyzetszamot.
nn+1)(2n+1)

5 . A keresett Osszeg:

Felhasznaljuk a négyzetszamok Osszegzésére vonatkozo képletet: S, =

576 -577-1153 529 - 530 - 1059
6 6

Ss76 — Ss29 = =14 381 671.

8. Hat darab /3 és hat darab 4 hosszusagu szakaszt valamilyen sorrendben gy rekunk egymdshoz, hogy a végén
eqy hirtizenkétszdg alakuljon ki. Mekkora a tizenkétszog kéré irt kor sugara? (16 pont)

Megoldas. A keresett kor sugara legyen r, a kézéppontja pedig O. A V3 hosszisaga hiurhoz tartozd kdzépponti
sz0g legyen «, a 4 hosszisagi harhoz tartozo kozépponti szog pedig legyen 8. Tudjuk, hogy 6a + 68 = 360°, igy
a+ 8 =060°.

Valasszuk ki a tizenkétszog két olyan szomszédos oldalat, amelyek kiilsnbdzé hosszaak. Legyenek ezek pl. AB = /3,
BC = 4. Az el6z6ek alapjan tudjuk, hogy AOC haromszog szabélyos, hiszen AO = CO =r, AOC< = o+ 8 = 60°.
Vagyis AC = r. Az egyenls iveken nyugvo kozépponti és keriileti szogekre vonatkozoé tétel alapjan:

ABC< = M = 150°.

Alkalmazzuk az ABC haromszogre a koszinusztételt:

AC? =3+16—2-V3-4-cos150° = 31,
AC =r =+/31.

A keresett kor sugara v 31 hosszisagu.

9. Egy pihendpark haszndlatdért az tzemeltetd pénzt szeretne kapni, ezért két lehetdséget dolgoztatott ki. Az elsé
vdltozat szerint lenne 12 drds és 6 drds jegy. A 12 drds jeggyel nyitdstol zdrdsig bent lehet lenni 1000 Ft-ért, a 6 ords
jegy dra pedig 600 Ft lenne. A mdsodik vdltozat szerint lenne 3 drds jegy 350 Ft-ért, 6 drds jegy 600 Ft-ért, 9 ords
jegy 850 Ft-ért és az ezt meghaladd iddre sz6lo jegy 1250 Ft-ért. Megfigyeltek 150 ldtogatdt és a kivetkezd gyakorisdg
adodott:

idgtartam (h) 0-1(1-2|23|34|45|56|67|78|89|9-10]| 10-11 | 11-12
gyakorisag (f6) | 6 7 11 | 18 | 25 | 26 | 20 | 16 | 15 4 2 0

a) Mennyi lesz az adatok alapjdn az egy fore esd dtlagos bevétel az elsd viltozat szerint?

b) Mennyi lesz az adatok alapjdn az egy fére esd dtlagos bevétel a mdsodik vdltozat szerint?

¢) Egy harmadik vdltozatban 4, 8 és 12 drds jegyeket lehetne vdsdrolni, melyek dra ardnyos lenne az idétartammal.
Milyen dron kellene adni ezeket a jegyeket, ha a rendelkezésre dllo adatok alapjin az egqy fore esd dtlagos bevételként
700 Ft korili értéket szeretne kapni az iizemeltetd és a jegyek dra 10-zel oszthatié? (16 pont)

Megoldas. a) Az els6 valtozat szerint 20 + 16 + 15+ 4 + 2 + 0 = 57 {6 1000 Ft-os jegyet, és 150 — 57 = 93 {6
600 Ft-os jegyet vasarolna.
Ekkor az egy fére esd atlagos bevétel:

57 -1000 + 93 - 600 _ 759 (Ft) .

150 16



b) A masodik valtozat szerint 4+2+0 = 6 f6 1250 Ft-os jegyet, 20+ 16+ 15 = 51 {6 850 Ft-os jegyet, 18 +25+26 =
69 16 600 Ft-os jegyet és 6 + 7+ 11 = 24 {6 350 Ft-os jegyet vasarolna. Ekkor az egy f6re es6 atlagos bevétel:

24 - 350 + 69 - 600 + 51 - 850 + 6 - 1250 _ 671 <Ft>

150 6

c¢) Legyen a 4 oras jegy ara x Ft, ekkor a 8 orasé 2z Ft, a 12 6rasé 3z Ft. A megadott adatok alapjan 15+4+42+40 =
21 16 3z Ft-os jegyet, 25 + 26 4+ 20 + 16 = 87 {6 2x Ft-os jegyet és 6 + 7 + 11 + 18 = 42 {6 x Ft-os jegyet vasarolna.
Ekkor az egy f6re esé atlagos bevétel:

42 -2 +87-2x+21-3x 279z (Ft)

150 ~ 150 \f6

79x

Azt szeretnénk, hogy ez a szam 700 koriili érték legyen, vagyis = 700, amibél x ~ 376.
A jegyek ara kerekités utan lehetne: 380 Ft a 4 6rasé, 760 Ft a 8 6rasé és 1140 Ft a 12 6rasé.



