Egy biivész 13 db, egyenként 4-4 kartyabol 4116 kupacha osztotta az 52 lapos francia kartya lapjait, majd a kupacokat
az 1. abrdn lathaté moédon hatlappal felfelé, egy olyan kor alakt asztalra helyezte, amely a kézéppontja koriil barmerre
elforgathato.

A mutatvany a kovetkez: a blivész kihiv egy 6nként jelentkezGt a nézsk koziil és felkéri, hogy forgassa meg pérszor
az asztalt, majd valasszon ki két tetszéleges kupacot. Az igy kivalasztott 8 lapot nézze meg és amennyiben talal
koztiik azonos értékid kartyakat, gy azokat hétlappal felfelé tegye félre, a tobbi lapot pedig helyezze vissza oda,
ahonnan elvette (a kartyak ligyes elrendezése miatt minden esetben két kartyat kell félretennie).

Ezutan a btvész valaszt két kupacot. Ezeket megnézi, majd két lap kivételével visszateszi a kartyakat a helytikre.
Végiil megkéri az 6nként jelentkezst, vegye kézbe 6 is félretett lapjait és mutassak meg a kézonségnek egyszerre, mi is
az a 2-2 kartya, ami a keziikben van.

Meglepetésre, mind a négy kartyanak ugyanaz az értéke.

A megfejtéshez elGszor gondoljuk végig: hogyan lehetséges, hogy a jelentkezének minden esetben pontosan két
kartyat kell félretennie. Hogy ez igy legyen, semelyik két kupacban nem szerepelhet ugyanaz az érték ketténél tobbszor,
vagyis minden kupacban minden kartya legfeljebb egyszer szerepelhet. Ebb6l mar adodik els6 tulajdonsagunk:

1. Bdarmely két kilonbozo kupacot vdlasztva kell lennie pontosan eqgy olyan értéknek, amely mindkét kupacban sze-
repel.
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Mivel egy kupacon beliil csak kiilénbo6z6 értéki lapok szerepelnek, ezért minden kupacon beliil <2) kiilonbo6zé

értékekbdl allo értékpar van. Egyik ilyen par sem szerepelhet két kiilénb6z6 kupacban, hiszen ha lenne két ilyen kupac,

ezekre nem teljesiilne az 1. tulajdonsag. Tehat azon kiilonbozé értékekbdl allo értékpéarok szama, ahol a par mindkét
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tagja ugyanabban a kupacban szerepel: 13- 9)=\9) Ez megegyezik az 6sszes kiilonb6z6 értékekbdsl allo értékparok

szamaval, tehat az alabbi tulajdonsagnak is teljesiilnie kell:

2. Barmely két kilonbozd értéket vdlasztva kell lennie pontosan egy olyan kupacnak, melyben mindkét érték szerepel.

A triikk vizsgalatat egy kicsit félretéve, ismerkedjiink meg a projektiv sikokkal. Legyen P egy tetszéleges halmaz,
& pedig P bizonyos részhalmazainak halmaza. P elemeit pontoknak, £ elemeit pedig egyeneseknek fogjuk hivni.
Amennyiben egy P € P pont és e € £ egyenes esetén P € e teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a P pont illeszkedik az
e egyenesre. A I = (P, &) part projektiv siknak nevezziik, ha az alabbi négy axiomanak eleget tesz:

P1. barmely két kiilonboz6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, melyre mindkét pont illeszkedik,
P2. barmely két kiilonboz6 egyeneshez pontosan egy olyan pont van, mely mindkét egyenesre illeszkedik,
P3. minden egyenesre illeszkedik legalabb harom kiilénb6z6 pont,

P4. minden pont legalabb harom kiilénb6z6 egyenesre illeszkedik.

A P1, P2 axiomék helyett a geometriai szohasznalattal élve azt is mondhatjuk, hogy két ponton at egyértelmiien
létezik az Gket Osszekots egyenes, illetve, hogy barmely két egyenesnek egyértelmien létezik metszéspontja. A P3, P4
axiomak az elfajuld esetek kizarasara szolgédlnak.

Szembeting a hasonlosag az elsé két axioma és a kirtyakupacokra vonatkozé két tulajdonsag kozott. Legyen P a
13 db kupacbél all6 halmaz. Definidljuk tovabbéa a kupacok aladbbi részhalmazait:

h4: azoknak a kupacoknak a halmaza, melyekben szerepel asz;



ho: azoknak a kupacoknak a halmaza, melyekben szerepel 2-es;

hx: azoknak a kupacoknak a halmaza, melyekben szerepel kiraly.

Mivel a francia kartyaban 13 kiilonb6zd értékd lap van és mindegyik kupacban minden érték legfeljebb egyszer
szerepelhet, ezért Osszesen 13 db 4-elemt részhalmazt definiadltunk a kupacokon. Legyen & = {hu, ho,--- ,hi}, ekkor
a (P,€)-par az 1. és 2. tulajdonsag miatt kielégiti a P1, P2 axiomakat, és nyilvanvaloan kielégiti P3-at és P4-et
is, tehat projektiv sikot alkot. Az alabbi tétel bizonyitasat feladatnak hagyjuk (megtalalhaté példaul [1]-ben vagy az
interneten is elérhetd [2]-ben):

Tétel. Ha a II projektiv siknak van olyan egyenese, melyre n + 1 pont illeszkedik, akkor 11 minden egyenesére
n+1 pont illeszkedik, I1 minden pontjin dt n+1 egyenes megy dt, I1 sszesen n®+n—+1 pontot és ugyanennyi eqyenest
tartalmaz.

Az el6z6 tétel alapjan értelmes a kovetkez6 definicio:

Definicié. A IT projektiv sik rendje n, ha II-nek létezik olyan egyenese, melyre n + 1 pont illeszkedik. Ez esetben
II-t n-rendd véges projektiv siknak nevezziik.

Hogy milyen n értékek esetén létezik m-rendd projektiv sik, illetve adott n esetén hany db egymastol lényegesen
kiilénb6z6 (nem izomorf) sik létezik, maig megoldatlan probléma. Ha n primhatvany, akkor véges testek segitségével
tudunk n-rendi sikot konstruélni (ez szintén megtalalhato [1]-ben), és a sejtés az, hogy csak primhatvany rendd sikok
léteznek.

Annyit azonban mar mi is belattunk, hogy ha hihetiink a bivésziinknek és tényleg kupacokba tudja osztani az 1. és
2. tulajdonsagoknak megfelelGen az 52-lapos francia kartyat, akkor létezik 3-rendd projektiv sik, hiszen a fent emlitett
modon definialt (P, E) par kielégiti az axiomakat és 3% +3 + 1 = 13.

A tovabbiakban ismertetiink egy modszert, aminek a segitségével véges projektiv sikokat készithetiink. Tovabba
megmutatjuk, hogyan kell a blivésznek szétosztani a kartydkat, illetve honnan tudja, hogy melyik két kupacot kell
vélasztania.

A ciklikus modell

Legyen S az O kozéppontt kérbe irt szabalyos (n? + n + 1)-sz6g. Ha P és Q a sokszog két kiilonboz6 cstcsa,
akkor nevezziik a P és @ tavolsaganak k-t, ha a rovidebb PQ ivhez tartozé kozépponti szog k - 360°/(n? +n + 1).
Legfeljebb hany csicsat lehet kivalasztani S-nek, hogy barmely ketté tavolsaga kiilonbozsé legyen? Mivel a sokszog

csucsal Osszesen
n?+n _(n+ 1
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kiilonboz6 tavolsagot hataroznak meg, ezért legfeljebb (n + 1)-et. Tegyiik fel, hogy sikeriilt kivalasztanunk (n 4 1) db
csucsot a megadott feltétellel és az altaluk meghatarozott részsokszoget jeloljilk R-rel (az ilyen részsokszogeket szokas
teljesen szabdlytalan részsokszdgnek nevezni). A 2. dbrdn az n = 3 esetben berajzoltunk egy teljesen szabélytalan
résznégyszoget.
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2. abra

R-nek O-koriili k- 360°/(n? +n + 1) szogi elforgatottjait (k = 0,1,...,n% 4+ n) jeldljik Ro, R1, ..., Rp24n-vel. Az
R; részsokszog cstcsainak a halmazat pedig r;-vel.



A pontok, vagyis P legyen S csucsainak a halmaza, az egyenesek pedig € = {ro,71,...,7m24n}. Tehdt a P € P
pont pontosan akkor illeszkedik az 7; € £ egyenesre, ha P az R részsokszog j-360°/(n® +n+ 1) szogt elforgatottjinak
az egyik csicsa.

Megmutatjuk, hogy modelliink kielégiti a P1-P4 axiémakat. Legyen P, @Q két kiilonb6z6 pont, melyek tavolsaga k.
R csicsai kozott minden tavolsidg pontosan egyszer fordul el6, igy pontosan egy olyan elforgatottja van, melynek P és
@ is csicsa. Ezzel belattuk, hogy P1 teljesiil.

Legyen R, és R; két kiilonbozo egyenes, ekkor n?4+n+41 = n(n+1)+1 paratlan volta miatt, az R,,-et R;-be, illetve
az Rt R.,-be vive pozitiv irdnyu forgatasok koziil az egyiknek a szoge kisebb mint 180°. Az indexeket valaszthatjuk
gy, hogy ez az R,,-et R;-be vive forgatas legyen és a szogét jeloljiik k - 360°/(n? + n + 1)-val. Ekkor

n2+n
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Egy M pont pontosan akkor van rajta mindkét szébanforgd egyenesen, ha R,,-nek létezik egy olyan N cstcsa, melyre
az NOM iranyitott szog +k - 3600/(112 +n+1). llyen M, N pontpar viszont pontosan egy van R,, csticsai kozott,
hiszen ott R cstcsaihoz hasonléan minden tavolsidg pontosan egyszer 1ép fel.

Ezzel P2 teljesiilését is belattuk, P3 és P4 teljesiilése pedig n > 2 esetén nyilvanvalo.

Az igy kapott véges projektiv sikokat szokés ciklikus sikoknak nevezni. Mivel a 2. dbrdn lathat6é szabalyos 13-
szOgben a berajzolt (1,3,4,8-csiucsok altal meghatarozott) résznégyszog teljesen szabalytalan, ezért létezik 3-rendi
ciklikus sik. Megmutathato, hogy lényegében ez az egyetlen 3-rendi projektiv sik, vagyis barmely mas, a P1-P4
axiomaéakat teljesité 13 pontbol all6 modell pontjai és egyenesei, illeszkedéstarté moédon megfeleltethetSk a mi példank
pontjainak és egyeneseinek. Ez azonban nincs mindig igy, példaul 9-rendd projektiv sikbol négy kiilonbo6zs létezik,
melyek koziil csak az egyiket kapjuk meg a fent ismertetett eljarassal.

Bizonyithato, hogy ha n primhatvany, akkor a szabélyos (n? + n + 1)-sz0g cstcsai koziil mindig kivalaszthato egy
teljesen szabélytalan (n+ 1)-szog (lasd [1]), és az igy kapott ciklikus sik lényegében ugyanaz, mint a korabban emlitett
(de nem részletezett) véges testek segitségével konstrualhato sik. A legkisebb szam, mely esetén ez nem tehets meg,
n = 6. Ezt az allitast Ggy is megfogalmazhatjuk, hogy egy szabalyos 62 4+ 6 + 1 = 43-sz6g barmely 7 cstcsa altal
meghatarozott 21 tavolsag kozott lesz két egyforma.

Veégezetiil ratériink a triilkk magyarazatara.

A kartyakat a triikk megkezdése el6tt a 3. dbrdn lathatdo méodon ugy osztjuk szét a 13 kupacba, hogy barmely
4 azonos értékd kartya a 2., illetve 3. dbran berajzolt teljesen szabdlytalan négyszog egy elforgatottjanak a cstcsait
adja. Példaul az 1., 3., 4., 8. kupacokba keriiljenek az aszok, a 2., 4., 5., 9. kupacokba a 2-esek, ..., végil a 13., 2., 3.,
7. kupacokba a kiralyok.

Ekkor az az éllitas, hogy a 3. kupacban szerepel sz, tgy is megfogalmazhato, hogy a 3. kupacnak megfelels pont
rajta van az dszok altal meghatarozott egyenesen. Tulajdonképpen minden kartyalap megfeleltethets a 3-rendd ciklikus
sikon egy pont-egyenes illeszkedés parnak. Ezek szadma valéban 52, hiszen a sikon 13 pont van, melyek mindegyike
pontosan 4 kiilonb6z6 egyenesre illeszkedik.

Amikor a nézé kivalaszt két kupacot, az egyértelmiien meghatarozza a négyszog egyik elforgatottjat. A biivésznek
csak oda kell képzelnie a négyszog masik két cstcsat és az ott talalhatd két kupacot kell valasztania. Mivel az igy
kivalasztott 2-2 kupac egy egyenesre esik, ezért mindkét kupacparban ugyanaz az érték fog megegyezni. A biivésznek
ki kell valasztania sajat kupacaibol a két egyforma kartyat és ezeket kell a kezében tartania. Mivel csak a kartyak
egyméshoz viszonyitott helyzete szamit, ezért az asztal elforgatdsa semmiben sem befolyasolja a mutatvanyt.

A tdbldzat azt mutatja, hogy a fenti modszerrel mely kartyak keriilnek az egyes kupacokba. Természetesen sok
mas elrendezés is lehetséges, nem szamit ugyanis, hogy az egyes értékeket a négyszog mely elforgatottjahoz rendeljiik.
A tablazat k. oszlopaban a k. kupacban szerepld lapok szerepelnek, a szinek feltiintetése nélkiil.
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Az érdekl6ds olvasok szamara ajanlunk néhéany feladatot:
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1. Keressiink teljesen szabalytalan

(a) 3-szdget, a szabalyos T-szogben,

(b) 5-szoget, a szabélyos 21-szogben.

(¢) Hany db forgatéassal egymasba nem vihet6 teljesen szabalytalan 4-sz6g valaszthato ki a szabalyos 13-sz6g cstcsai

kozil?
2. Ha a kartyak egy kupacon beliili sorrendjét nem vessziik figyelembe és az egymasbol forgatassal megkaphato

elrendezéseket nem tekintjiik kiilonbozének, akkor hany kiilonbo6zs kartya-elrendezésben adhaté el6 a triikk?

3. Elsadhato-e a triikk olyan kartya-elrendezés mellett, ahol minden kupacban négy kiilonb6z6 szind kartya szere-
pel?

4. Mutassuk meg, hogy a néz¢ és a biivész altal kivalasztott 4 kupacban minden érték szerepel.

5. A triikk ugy is elvégezhets, hogy a biivész nem két kupacot, hanem egybdl 2 kartyat valaszt, melyek értéke
megegyezik a nézs altal félretett lapok értékével. Hogyan lehetséges ez?
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