I. rész

1. Adott az (ay,) szamtani sorozat. Igazoljuk, hogy a b, = aiH —afl képlettel értelmezett sorozat is szimtani sorozat.
(11 pont)

Megoldas. A (b,) sorozat barmely két szomszédos elemének kiilonbsége allandé kell, hogy legyen. Tudjuk, hogy
by = (an +d)* — a}, = 2a,d + d°,
bpi1 = 2ap41d + d* = 2(a, + d)d + d* = 2a,d + 3d>.
Ekkor b, 41 — b, = 2d?, ami valoban allando.

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazdin a kévetkezd egyenletet:

\/a:—|—1—|—27:1:—|—1
Vitl—-1 z-2°

(12 pont)

Megoldas. Meghatérozzuk az egyenlet értelmezési tartomanyat: x > —1, de x # 0, z # 2.
Legyen va + 1 = a, ekkor az egyenlet:
a+2 a?
a—1 a2-3"
amib6l a1 = —1,a2 = 2. A Vo + 1 = —1 nem lehet. A vV + 1 = 2 egyenlethdl kapjuk az egyenlet egyediili megoldasat,
és ez az x = 3.

3. Melyek azok a P(x;y) pontok, amelyekre teljesiil, hogy ’|:1c| - 1‘ — |yl <07 (14 pont)

Megoldas. Rendezziik 4t az egyenldtlenseget: ||z — 1| < [y].
Ha y > 0, akkor ‘|x| - 1| < y. Ezt koordinata-rendszerben dbrazoljuk:

Y

01 x

Ha y < 0, akkor ||z| — 1| < —y, azaz —||z| — 1| > y. Ezt is abrézoljuk koordindta-rendszerben:

Y
0l1
X
A két eset egyesitése adja a megoldast:
Y
T

4. Egy urndaban 7 piros és 9 kék golyo van. Egymds utdn kihizunk 6tét dgy, hogy minden hizds utdn visszatesszik
a hizott golyot. Mekkora a valdszintisége annak, hogy a kihizott golyok kézott tobb a piros, mint a kék? (14 pont)

Megoldas. Az Osszes eset szama: 16°. Haromféle eset lesz megfelels:

3! 2!
!
FINNT
III. eset: Ha 5 pirosat htizunk. Ez 7° esetben valosul meg.
Ezek alapjan a keresett valoszintség:
gy 7292+ 2 79t 7P

~ 0,3840.
165 ’

I. eset: Ha 3 pirosat és 2 kék golyét huzunk. Ez 73 .92 esetben valosul meg.

II. eset: Ha 4 pirosat és 1 kék golyot huzunk. Ez 74 . 9% esetben valosul meg.




II. rész

5. Egy tdvkozlési tarsasdg 13 000 eldfizetovel rendelkezik 6500 Ft-os havidij mellett. A piackutatdsok azt mutatjdk,
hogy ha csékkentenék a havidijat 100 Ft-tal, akkor 250 1uj eldfizetéhdz jutnanak, és ez igaz lenne minden jabb 100 Ft-
tal torténd csokkentésre. (A havidij dsszege ennél a tarsasdigndl mindig 100-zal oszthatd szam.) Mekkora havi eléfizetési
dij mellett lenne, a piackutatdsok szerint, a legnagyobb bevétele a tdrsasignak? (16 pont)

Megoldas. Az f(z) = (6500 — 100x)(13 000 + 250 ) hozzarendeléssel megadott fliggvény irja le a tarsasig
bevételét, ahol 0 < xz < 65 és = € Z.
A fliggvényt a kovetkezs alakra hozhatjuk:

f(z) = =25 000(z — 65)(x + 52).

Az f maéasodfoku fiiggvény szélsGértéke x = 6,5-nél van, és ez maximumhely. Tudjuk, hogy = csak egész szam lehet.
A masodfoku fiiggvény képének tengelyes szimmetriajabol kovetkezik, hogy az x1 = 6 és x9 = 7 helyeken a fiiggvény
értéke egyenld lesz.

Vagyis a legkedvez&bb eléfizetési dij a tarsasag részére az 5900 Ft vagy az 5800 Ft lenne.

6. Legyen A1, By, C1 rendre az ABC hdromszog BC, C A, AB oldaldn egy-eqy tetszéleges pont. Legyen l, = AAq,
ly = BBy, l. = CC1. Bizonyitsuk be, hogy
lo+1lp+ 1.

I latlbtl 3
2 a+b+c 2"
(16 pont)
Megoldas. Hasznéljuk a haromszog-egyenlGtlenségeket: I, > b — A1C, I, > ¢ — A1 B. Ezeket 6sszeadva kapjuk:
2l > b+ c—a.

Ugyanigy adédik: 2, > a + c—b, 2l. > a + b — c. Ezt a harom egyenlGtlenséget Gsszeadva és osztva kettdvel:

1
@+Q+Q>§m+b+¢

amibdl kapjuk az egyik bizonyitando6 Osszefiiggést:
1 la + lb + lc
< e —

2 at+b+c’
A tovabbiakban is a haromszog-egyenlStlenségeket hasznaljuk: I, < ¢+ A1 B, I, < b+ A1 C. Ezeket 6sszeadva kapjuk:

20, <a+b+ec,

Ugyanigy adodik: 2, < a+ b+ ¢, 2l. < a+ b+ c. Ezt a harom egyenlGtlenséget 6sszeadva és osztva kettével:
3
la+lhh+1.< §(a+b+c),

amibd6l kapjuk a masik bizonyitando6 Osszefiiggést:

la+lb+lc<§
a+b+c 2

7. Egy egyenes korkupba irjunk bele egy félgombot igy, hogy az a kérlapjdval illeszkedjék a kiup alapkorének sikjdra,
gombfelilete pedig érintse a kup paldstjat. A kip felszine gy ardnylik a félgomb gorbilt feliletének a felszinéhez, mint

18 : 5. Mekkora a kip nyildsszoge? (16 pont)
Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelSléseit (az dbran a kup tengelyére illeszkedd sikmetszetet latjuk). Tudjuk, hogy
a=— , 0 =rcosa, ahol 0 < a < 90°.

sin o




Legyen A a kup felszine, B pedig a félgomb gorbe feliiletének felszine, ekkor

Air(si:;a—i_r)ﬂ—i 18

B 2r27 cos? a 5"’

amibdl kapjuk:
1+sina 18

2sinacosla b
Felhasznaljuk, hogy cos® o = 1 —sin? v és sina + 1 # 0:
1 18

== 36 sin”® o — 36 si 5=0
2sina(1l — sin «) 5’ s sia + ’

. 5 . 1
ahonnan sina; = g Sinaz = ¢
Visszakeresve a két szoget, a kup nyilasszoge: 112,89° vagy 19,19°.

8. Bdlint és Jonatan a kévetkezd jatékot jdatsszak. Dobnak két kockdval; ha a dobott szdmok szorzata vagy dsszege
harommal oszthatd, akkor Bdlint, eqyébként Jonatdn nyeri a jatékot. Kinek van nagyobb esélye a gydzelemre? (16 pont)

Megoldas. Megadunk két eseményt:
A: a két szam szorzata oszthatd hdrommal.
B: a két szam Osszege oszthaté harommal.
Tudjuk, hogy P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).
Nézziik a kockadobasok kimeneteleit, amikor az Osszeget figyeljiik:

dobéasok
1

Q| 0o 3| O] Ot
Q| 0o~

O 0o | S| Ut ¥~

10 | 11
10 | 11 | 12

| O x| Wb

~N[O| O =R N =
O || Ut =] Q| N
Q0[N O U x| W

A 36 eset koz6tt 12 olyan van, amikor a dobott két szam Osszege harommal oszthatd, ezért
12 3
PB)=—=—.
36 9

Nézziik a kockadobasok kimeneteleit, amikor a szorzatot figyeljiik:

dobasok | 1 | 2 3 4 5 6
1 1] 2 3 4 ) 6
2 2| 4 6 8 10 | 12
3 3| 6 9 (12| 15| 18
4 4| 8 (12| 16 | 20 | 24
5 5110|1520 | 25| 30
6 6|12 (18 | 24 | 30 | 36
o . s ) L 20 5
A 36 eset kozott 20 olyan van, amikor a dobott két szdm szorzata harommal oszthato, ezért P(A) = w9
4 1
A 36 eset kozott 4 olyan van, amikor az Gsszeg és a szorzat is oszthaté harommal, ezért P(AB) = Tk
345-1 7 2
Balint nyerési esélye: P(A + B) = +T = Jonatané: 1 — P(A + B) = g Vagyis Balint nyerési esélye

nagyobb.

9. Mely valds p szdmokra igaz, hogy minden valds x szdmra teljesil a

222 4+ 2x+3
—F— <p
2+z+1

egyenldtlenség? (16 pont)
Megoldas. Mivel

RIS (VI 2+§
B 2 4’



azért a nevezd minden valos x estén pozitiv. Szorozzunk be ezzel a nevezével, ekkor kapjuk: 0 < (p—2)2%+(p—2)z+p—3.
Ha p = 2, akkor az egyenlGtlenség egyetlen valds szamra sem igaz.
Egyébként p > 2, és a diszkriminans nem pozitiv, azaz

(p—2)°—4(p—2)(p—-3) <0, (p—2)(—=3p+10) <0.

10
Mivel p > 2, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha p > 3



