Cikkiink elsé részében az elemrend és a korosztasi polinomok fogalméara alapozva belattuk, hogy ha n pozitiv
egész, akkor az nk + 1 alakd szamok halmaza, ahol £k = 1,2, ..., végtelen sok primszamot tartalmaz. Most eszkdzeinket
tovabbfejlesztve az nk — 1 alakt primekr6l is belatjuk, hogy végtelen sokan vannak.

4. A korosztasi polinom egy analogonja

A cikk masodik részében is rogzitjiik az n > 1 egész szdmot, és végig hasznélni fogjuk a komplex n-edik egységgyokok
e = cos (2rk/n) +isin (27k/n) jelolését. Az nk — 1 eset bizonyitasaban a cikk els6 részében definialt @, (x) korosztasi
polinom helyett a kévetkezd polinomot fogjuk hasznalni n > 2 esetén:

Un(z)= [ (z—2cos(@rk/n)).
1<k<n/2;
(k,n)=1

Mivel a cos (z) fliggvény a [0, 7] intervallumon szigortian monoton, a képletben szerepls 2 cos (27k/n) szamok paronként

kiilonbozok.

4.1. tétel. Ha n > 2, akkor a kévetkezdk teljestilnek.

(1) ¥, (x) foka o(n)/2.
(2) @, () = 22M/2@, (z+z7h).

(3) U, (x) egész egyiitthatds.

Ezt a tételt egy ottagu feladatsorozattal bizonyitjuk.
4.2. feladat. Igazoljuk a 4.1. tétel (1) dllitdsdt.

Megoldas. Az [1,n — 1] intervallum n-hez relativ prim egész szamait parosithatjuk a k <> n — k megfeleltetéssel,
hiszen (k,n) = (n—k,n). Az n > 2 feltevés miatt n nem relativ prim n-hez, és ha n/2 egész, akkor n/2 sem az. Ezért
U, (x) képletében ¢(n)/2 tényezs szerepel, s igy ¥, (x) foka p(n)/2. O

4.3. feladat. Igazoljuk, hogy n > 1 esetén x¥™®,, (1/z) = &, (z).

Megoldas. Mivel
e, ! = cos (2mk/n) — isin (2nk/n) = ,_y,

ezért az z#(™ ®,,(1/2) polinomnak is gyoke mindegyik n-edik primitiv egységgyok. A bizonyitandé egyenléség mindkét
oldalan ¢(n) foku polinom szerepel, és most lattuk be, hogy van p(n) darab kozos gyokiik. Ha a fGegyiitthatojukrol
is igazolni tudnank, hogy egyenl6k, akkor kiilonbségiiknek tobb gyoke lenne, mint a foka, és igy ez a kiilonbség a
nullapolinom lehetne csak, amivel készen lennénk. (A polinomok azonosségi tételét hasznaltuk, lasd [2], 2.4.7. tétel és
2.4.10. kovetkezmeény.)

A korosztési polinom fSegyiitthatoja 1. Az 22" ®,,(1/2) polinom fGegyiitthatdja ugyanaz, mint ®,,(z) konstans
tagja, vagyis ®,(0). Ha n = 2, akkor ®,,(z) = = 4+ 1 konstans tagja is 1. Ha n > 2, akkor p(n) paros, ezért ®,(0) a
primitiv n-edik egységgyokok szorzata. Az el6z6 feladatban hasznalt k <» n — k parosités exe,—r = 1 miatt azt adja,
hogy ez szintén 1. [

4.4. feladat. Igazoljuk, hogy n > 1 esetén x™ + x~" felirhaté © + 1 egész egyiitthatds polinomjaként.
Megoldas. Legyen z; = 27 + 277, A binomialis tétel szerint paratlan n esetén

(tta ) =zt Y (?>zn_2j.

1<j<n /2

n

Ha n paros, akkor a jobb oldalhoz még ( 7 2) is hozzdadand6. Mindkét esetben azt kaptuk, hogy z, = " + =~
n

felirhato egész egyiitthatokkal (w + ;v_l)", valamint az olyan zj kifejezések segitségével, ahol k < n. Ezért n szerinti
indukcidéval készen vagyunk. [

4.5. feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan egész egyitthatés S(x) polinom, melyre ®,(x) = 3:“’(")/23(1: + x_l).

Megoldas. A 4.3. feladat azt fejezi ki, hogy ®,(z) egylitthatosorozata szimmetrikus a ,kozepére”, vagyis z’ és
2977 egyiitthatoja megegyezik. Ezért 2%™/%-vel osztva @7 + 277 alakt tagok egész egyiitthatos dsszegét kapjuk
(illetve a cz®™/2 taghol a ¢ egész szam keletkezik). Az el6z6 feladat szerint ez az Gsszeg felithaté = 4+ 271 egész
egyiitthatos polinomjaként. [

4.6. feladat. Igazoljuk a 4.1. tétel (2) és (3) dllitdsdt.



Megoldas. Elég belatni, hogy az el6z6 feladatban szerepld S(x) polinom megegyezik ¥, (z)-szel, hiszen S(x) egész
egyiitthatos. De ez igaz, mert mindketts p(n)/2 foku, 1 f6egyiitthatés polinom, melyeknek gyoke a ¢(n)/2 darab,
paronként kiilonb6z6 2 cos (2wk/n) szamok mindegyike, ahol 1 < k < n/2 és (k,n) = 1. A gyokokre vonatkozo iménti
allitas W, (z)-re nyilvanvalo, S(x) esetében pedig kovetkezik az ;' = cos (27k/n) —isin (27k /n) Osszefiiggésbol, hiszen

0=®,(ck) = EZ’(")/{S’(E;C +e;) = Ef(”)/28(2 cos (2rk/n)). O

4.7. gyakorlat. Szdmitsuk ki a ¥12(x) polinomot.
Megoldas. Az els6 rész 3.5. gyakorlataban kiszamitottuk, hogy

Pip(z) = 2t — 2% + 1.

Innen
$_¢(12)/2@12($) _ (x2 + x_2) 1= (w n x_l)z _3

Ezért Uyp(z) =2° —3. O

A Dirichlet-tétel nk — 1 esetének vizsgalataban a U, (u) szamok 4k — 1 alaka primosztoi lesznek segitségiinkre. Ha
az Olvaso ismeri a kvadratikus reciprocitési tételt ([1], 4.2.3. tétel), akkor maris belathatja a Wyo(u) = u® — 3 kifejezést
felhasznalva, hogy végtelen sok 12k — 1 alakd prim van.

A cikk els6 részében az utolsé harom feladat vezetett el az nk 4+ 1 alaka primekre vonatkozo allités bizonyitasahoz.
Ezek koziil az els6nek, vagyis a 3.10. feladatnak az nk — 1 esetre adaptalt valtozatat fogjuk belatni a 4.9. feladatban.
Ezt késziti el6 a kovetkezs allitas.

4.8. feladat. Legyen g(x) egész egyiitthatds, pozitiv fGegyiitthatds polinom, melynek konstans tagja negativ. Igazol-
Juk, hogy minden pozitiv K egészhez van olyan u egész, hogy g(u) oszthatd egy K-ndl nagyobb, 4k—1 alaki primszdmmal.

Megoldas. Legyen g(0) = —c < 0 és M = 4cLK!, ahol L kés6bb megvalasztandd pozitiv egész. Ekkor g(M) =
4dmce — c teljesiil alkalmas, K!-sal oszthato m-re, és ezért g(M)/c = 4m — 1. Ha L-et elég nagynak valasztjuk, akkor
elérhetjiik, hogy g(M)/c > 1 legyen. Igy g(M)/c = 4m — 1-nek van egy 4k — 1 alakt p primosztoja. Sziikségképpen
p > K, mert p relativ prim m-hez, és igy annak K! osztéjahoz is. [

4.9. feladat. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv K egészhez van olyan u egész, hogy ¥, (u) oszthatd egy K-ndl
nagyobb, 4k — 1 alaki primszammal.

gyoke kozotti intervallumon (illetve ha els6foku, akkor a gyokétsl balra). Igy van olyan r/s racionalis szam, melyre
s>06és VU,(r/s) <O0.

Készitsiik el a g(z) = s*U,,((z + r)/s) polinomot, ahol d = ¢(n)/2 a U, (z) foka. Ez egész egyiitthats, pozitiv
fGegyiitthatos, és g(0) = s%W,,(r/s) < 0. Ezért az el6z6 feladat miatt van olyan K-nal és s-nél is nagyobb 4k — 1 alaka
p prim, melyre p | g(v) alkalmas v egészre.

Mivel p > s, ezért (p, s) = 1, tehat van olyan ¢ egész, melyre ts = 1 (p). Megmutatjuk, hogy p osztoja ¥, (t(v+r))—
nek, és igy az u = t(v + r) valasztassal készen is lesziink. Valoban, ha U, () = ag + . .. + aqz?, akkor

d
= tlg(v) = tdsd\Ifn((v +7r)/s) = thsd_jaj (w+r) =

Jj=0

o
Il

hiszen t%s977 =t (p). O

Az el6z6 megoldas utolso bekezdését egyszertsithetjiik, ha a Z, testben szamolunk, és ¢ helyett egyszerten 1/s-et
frunk.

5. Gauss-egészek

A Gauss-egészek az a+ bi alakt komplex szamok, ahol a és b egészek. Ezek korében is értelmezhetsk a szamelmélet
alapfogalmai, példaul az « | 8 oszthatosag azt jelenti, hogy van olyan v Gauss-egész, melyre oy = (. Beszélhetiink
kongruencidkrol, lehet maradékosan osztani, és érvényes marad a szamelmélet alaptétele is (a bizonyitas elolvashatd
az [1] konyv 7.4. szakaszaban). Szép alkalmazésa a Gauss-egészek elméletének annak meghatarozasa, hogy egy pozitiv
egész hanyféleképpen bonthato két négyzetszam Osszegére ([1], 7.5.1. tétel).



5.1. feladat. Legyen m (valds) egész szdm. Igazoljuk, hogy m | a + bi akkor és csak akkor igaz a Gauss-egészek
kézétt, ha m | a és m | b.

Megoldas. Vegyiik az m(c+ di) = a + bi egyenlGség valos és képzetes részét. O

Természetesen vannak kiilonbségek az egész szamok szamelméletéhez képest. Az egységek, vagyis 1 osztoi négyen
vannak, +1 mellett 4i is egység. Sem 2, sem 5 nem primszam a Gauss-egészek kozott, hiszen 2 = (14i)(1—i) = i(1 — i)
és b= (241)(2—1).

5.2. feladat. Legyen p egy 4k — 1 alaku primszdm. Igazoljuk, hogy p primszdm a Gauss-egészek korében is, azaz
nem egység, és ha p | af, akkor p | a vagy p | .

A megoldashoz idézziik 6l az els6 rész 2.2. feladatat: ha a p primszam 4k — 1 alaku, akkor p | a® + b%-bél p | a és
p | b kovetkezik.

Megoldas. Tegyiik f6l, hogy py = af. Ezt az egyenlséget a konjugaltjaval megszorozva az adodik, hogy p* az
egészek kozdtt osztoja az |af®|B|° szorzatnak (itt || és |8 mar egész szamok). Mivel p az egészek kozdtt primszam,
oszt6ja valamelyik tényezének. Ha ez példaul |a|?, akkor o = a + bi esetén p osztoja |a|® = a® + b*-nek. Igy p | a és
p|b, tehat p|a. O

5.3. feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakid primszdm. Mutassuk meg, hogy minden (valds) egész szamnak van négy-
zetgydke a Gauss-egészek kozott modulo p.

Megoldas. A p-vel oszthatd szdmok négyzetgyoke 0 modulo p. Emeljik négyzetre az 1,2,...,p — 1 szdmokat
modulo p. Mivel x és —z négyzete ugyanaz, tovibba p # 2 miatt  és —z inkongruens modulo p, ezért legfoljebb
(p — 1)/2 szamot kaphatunk. Ennyi azonban biztosan lesz is, mert ha z? = y? (p), akkor p | 2% —y*> = (z — y)(z + v)
miatt x és y vagy egyenlSk, vagy ellentettek modulo p.

A kapott ,négyzetszamok” kozott semelyik kettd nem lehet egymas ellentettje modulo p, hiszen p | a® +b%-bél p | a
és p | b kovetkezik. Ezért a fenti négyzetszamok ellentettjei kiadjak a hidnyzé (p — 1)/2 darab nem nulla maradékot
modulo p. Viszont a —b? szamnak van négyzetgyoke a Gauss-egészek kozott: +bi. [

A négyzetgyokvonas lehet6vé teszi bizonyos masodfoki egyenletek megoldasat a Gauss-egészek kozott a megoldo-
képlet segitségével. Nekiink a (masodfokira vezetd) x+x ' = u egyenlet egy a megoldaséra lesz sziikségiink modulo p,
ahol u a 4.9. feladatban szerepls szam. Ez azért lesz hasznos, mert a ®,(a) = a?™/2¥, (a + o~ ') osszefiiggés miatt
« gyoke lesz az n-edik korosztési polinomnak modulo p, és ezért a rendjének kiszamitésaval informaciot kapunk n és p
kapcsolatarol, az els6 rész 3.6. tételében latott modon. Ezt az egyenletmegoldast végezziik el a kovetkezd feladatban.

5.4. feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakid primszam és u valds egész. Keressink olyan o és § Gauss-egészeket,
melyekre o + B =u (p) és af =1 (p).

Megoldas. Az z + 27! = u egyenletet atrendezve 2 — ux + 1 = 0. A megoldoképletbsl

+vu? -4

u
a8 =%

A nevezd nem okoz problémat, hiszen p paratlan, ezért a 2-vel valé osztas helyettesithets a (p+1)/2-vel valo szorzassal
modulo p. Az 5.3. feladat szerint elvégezhets a négyzetgyokvonas is. Konnyt ellendrizni, hogy a képletbdl kapott « és
B szamok megfelelnek. [

Most ratériink az elemrend fogalmanak altalanositasira, és megkeressiik az els6 rész 3.6. tételének megfelelGjét.
Sziikségiink lesz az Euler—Fermat-tétel modositott valtozatara. Némi ovatossagra int a kovetkezd allitas.

5.5. feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakd primszam és a + bi Gauss-egész. Mutassuk meg, hogy

Megoldas. Emeljiik a 4 bi-t p-edik hatvanyra a binomidlis tétel segitségével. Mivel 0 < j < p esetén (p) oszthatd
J
p-vel, azt kapjuk, hogy
(a+bi)! = a? + (bi)? (p).
Itt i = —i, hiszen a p prim 4k — 1 alaka. Masrészt a? = a (p) és b = b (p) a kis Fermat-tétel miatt. Ezért
(a+bi)’ =a—0bi (p). O

5.6. feladat. Legyen p egy 4k — 1 alaku primszdm. Mutassuk meg, hogy ha az o Gauss-egész nem oszthato p-vel,
2
akkor o ~' =1 (p), tovdbbd P~ =1 (p) akkor és csak akkor teljesiil, ha o képzetes része p-vel oszthatd (vagyis ha
a valds modulo p).



Megoldas. Mivel a relativ prim p-hez, ezért

™t =1(p) &= ™ =a (p).
Az el6z6 feladat miatt of = @, és igy o akkor és csak akkor kongruens a-val, ha « képzetes része p-vel oszthato
2 —
(hiszen p paratlan). Az el6z6 feladat allitasat kétszer alkalmazva o =@ = « (p), és igy

=1 (p). O

Az elemrend fogalméarél modulo p ugyantgy beszélhetiink Gauss-egészek kozott is, mint egészek kozott, és a tulaj-
donségok is ugyanazok. Azt javasoljuk, hogy az Olvaso ismételje at a cikk elsé részében talalhato 3.6. tétel bizonyitasat,
és gy6z6djon meg roéla, hogy e tétel kovetkezs valtozata a Gauss-egészek kozott is érvényben marad.

5.7. tétel. Ha a 4k — 1 alaky p prim osztéja a O, (o) szamnak, ahol o Gauss-egész, akkor o,(a) = n vagy p | n.

A most kimondott tétel még nem adja meg az nk — 1 esethez azt a segitséget, amit az els6 rész 3.6. tétele adott az
nk + 1 esethez, ehhez sziikség van a kovetkezs feladatra is. Ennek oka a kovetkezs. Az nk + 1 alaka primek keresésekor
az op(u) = n | ¢(p) = p — 1 oszthatésdgot alkalmaztuk. A modositott Euler—Fermat-tétel miatt most csak annyit
tudunk, hogy ha p nem osztéja a-nak, akkor o,(a) = n | p? — 1. Az nk — 1 alaka primek megtalalasahoz viszont az
n | p+ 1 oszthatosagra van sziikségiink.

5.8. feladat. Legyen p egy 4k — 1 alakd primszdm. Tegyiik fol, hogy « és B Gauss-egészek, o képzetes része nem
oszthaté p-vel, de o + B képzetes része igen, tovibbd af =1 (p). Igazoljuk, hogy op(a) | p + 1.

Az alabbi szamolast egyszeriibb kitalalni, ha hajlanddak vagyunk eleve modulo p szdmolni, az osztést is beleértve,
és 3 helyett 1/a-t irni. (Val6jaban arrél van szo6, hogy a Gauss-egészek modulo p maradékai egy p? elemt testet
alkotnak.)

Megoldas. Mivel a + § valés modulo p, az 5.5. feladat miatt

atf=atB=a+B=a"+p" (p).
Atrendezve és a”!-nel szorozva
(a — aP)aPt = (8P — B)a?™ = pPaPa — Bac® = a — aP (p).

Tudjuk, hogy a nem valdés modulo p, vagyis az 5.5. feladat miatt o — o nem oszthato p-vel. Ezért a kongruenciat
egyszerisithetjiik o — oP-nel. Igy
o’ =1 (p). O

Most mar a célegyenesben vagyunk. Az el6z6 szakaszban belattuk az elsé rész 3.10. feladatanak megfelels 4.9. fel-
adatot. A most kovetkezs két feladat az elss rész 3.11. és 3.12. feladatainak analogonja.

5.9. feladat. Tegyiik fol, hogy a 4k — 1 alaki p prim nagyobd, mint 4n, és osztdja V4, (u)-nak alkalmas u egészre.
Mutassuk meg, hogy a p prim nk — 1 alakd.

Megoldas. Legyen « és 8 az 5.4. feladatbol kapott két Gauss-egész. Az off = 1 (p) Osszefliggés miatt
Byn () = a2y, (a+a™t) = a?U/2G (o + ) = UM/ 2W (1) = 0 (p)

(aki még nem gyakorlott a modulo p osztésban, az irja ki a polinom tagjait, és vegye észre, hogy (a + ail)Jaj =
(a+ B) a?). Az 5.7. tétel miatt p | 4n vagy o,(a) = 4n. Mivel p > 4n, ezért csakis o,(a) = 4n lehetséges.
Ha « valés modulo p, akkor innen 4n | p — 1 adodik (hiszen ekkor a?~' = 1 (p)). Ez lehetetlen, mert a p prim
4k — 1 alaku. Igy az 5.8. feladat szerint
dn=op(a) |p+1. O

5.10. feladat. Igazoljuk, hogy minden n > 0 esetén végtelen sok nk — 1 alakid primszdm van.

Megoldas. Tegyiik fol indirekt, hogy csak véges sok ilyen primszam van, legyenek ezek pi,po,...,pe. Valasszuk
a K szamot gy, hogy ezek mindegyikénél, tovibba 4n-nél is nagyobb legyen. A 4.9. allitds miatt van olyan u egész,
tovabba egy 4k — 1 alakd, K-nal nagyobb p prim, melyre p | W4, (u). Az el6z6 feladat szerint a p prim nk — 1 alakq,
ami ellentmondas. [

Osszefoglalva, az nk — 1 eset bizonyitésanak lényege a kovetkezs. Az allitast elég 4nk — 1-re igazolnunk, tehat 4k — 1
alaku p primeket keresiink. Azt, hogy egy polinom ilyen primekkel oszthaté értékeket is felvegyen, csak akkor tudjuk
garantalni, ha a polinom nem mindeniitt pozitiv. Ilyen tulajdonsagu a Wy, (x) polinom, amelybsl z helyére x + z~'-et
irva ,lényegében” a korosztasi polinom adodik. Tegyiik fol, hogy p | Uup(u). A Gauss-egészeket modulo p nézve olyan
p? elemii testet kapunk, melyben az a + a~! = u egyenlet megoldhat6. Ekkor o gyoke a korosztasi polinomnak ebben
a testben, igy rendje 4n. Annak felhasznalasaval, hogy a4 a~! valos, kiszamoltuk, hogy ez a rend nemcsak p? — 1-nek,
hanem p + 1-nek is osztoja.
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