A 2009-es Ectvos-verseny 2. feladata a kovetkezd volt:

Kor alaki asztal kozepén dll eqy nagyon vékony falu, hengeres tivegudza, amelyben eqy gyertya ég9. A henger dtmérdje
12 cm, tengelye fiiggdleges, a ling kézepe 2 cm-re van a vdza tengelyétdl. Laci oldalrdl, a ldnggal azonos magassdgbdl
nézi a vdzdt, és felfigyel arra, hogy a ldng mellett a langnak eqgy €les, hatdrozott tikorképe is ldtszik a vdza belsejében. Az
asztalt kérbejarva megdllapitja, hogy a ldng képének a szélessége és a vazdhoz viszonyitott helye folyamatosan vdltozik.

a) Milyen irdnybol nézve ldtszik a ldng képe ugyanolyan szélesnek, mint maga a ldng?

b) Milyen pdlydn mozog a ldng képének a kozepe, mikdzben Laci korbejdarja az asztalt?

A hengertiikor leképezésére alkalmazhatjuk a gombtikdrre érvényes leképezési torvényt.

Mint a feladat szovege is utal ra, a Versenybizottsag erdsen leegyszertsitett megoldast vart a versenyz(ﬁkt(ﬁ. A va-

l6sdgban ugyanis hengertiikdr sohasem ad egyszerre vizszintes és fligg6leges irdnyban is éles képet, és a gombtiikrokre

1
vonatkozo6 leképezési torvény (; + 7= —) is csak abban az esetben érvényes, ha a targyrol kiindulé fény a tiikorrol

kozelitSleg merdlegesen visszaverddve jut a szemiinkbe.
Ebben a cikkben megvizsgéljuk, hogyan lehetett volna a feladatot pontosabban, kevesebb kozelitéssel megoldani.

A kép helye attol is fiigg, milyen iranybdl nézziik

A versenyfeladat szovege a kép szélességére és a kép kozepének — vizszintes sikbeli — palyajara vonatkozott, ezért
is helyettesitette a hengertiikrot gombtiikorrel. A feladatot tehat egy vizszintes sikmetszetben oldjuk meg.

Ha megrajzoljuk a tiikor egy belsé pontjabol kiindulé, majd visszaver6ds fénysugarakat, lathatjuk, hogy azok nem
egyesiilnek egy képpontban (1. dbra). Jol ismert tény, hogy a tiikorrdl visszaver6ds sugarak vagy azok meghosszabbi-
tasai csak nagyon specialis esetekben mennek at egy ponton: akkor, ha a tiikkor vagy sik, vagy pedig egy kupszelet, a
két pont pedig a kupszelet két fokusza. A gémb esetén a két fokusz egybeesik a geometriai kdzéppontban.

1. dbra

Ennek ellenére mégis lathatunk tobbé-kevésbé éles képet akkor is, ha nem mer6leges irdnybodl néziink a tiikorbe,
ugyanis a visszavert fénysugaraknak csak egy nagyon vékony nyalabja jut a szemiinkbe. Hamarosan latni fogjuk, hogy
ezek viszont ,majdnem” egy ponton mennek at (2. dbra). A képpont helye azonban fligg attol, hogy milyen iranyboél
néziink.

2. dbra

Egy szemmel nézve nem mindig érzékeljiik pontosan a képpontnak a tavolsdgat. Ha viszont két szemmel, viszonylag
nagy tavolsdgbol néziink, akkor két kiilonalld, de még mindig viszonylag kis szdgben érkezé nyaldb metszéspontjdban
latjuk a képet, a kép helye kozelitSleg ugyanott lesz, és a tavolsagot is jobban érzékeljiik.

A versenyr6l a beszamol6 lapunk 165. oldalan olvashato.



Leképezési torvény, ha nem szembdl néziink a tiikkérbe

A tankonyvi szamitasokban altalaban csak azt az esetet szoktuk vizsgalni, amikor a tiikkor egy lapos, kis kézépponti
szOgl gombsiiveg, a targy (és a kép) pedig kozel van a tiikor forgastengelyéhez. Ezt a forgastengelyt szoktuk a tiikor
optikai tengelyének nevezni. A szamitasokban kizarolag nagyon kicsi szogek fordulnak el6; a szogek koszinuszat gyakran
1-gyel becsiiljiik, a szogek szinuszat és tangensét pedig magukkal a szogekkel.

Minél nagyobbak a szogek, az alkalmazott kozelitések annal nagyobb leképezési hibakhoz vezetnek. Szférikus aber-
racionak nevezik azt a jelenséget, hogy a tiikor tengelyével parhuzamosan érkezd, majd a tiikorrél visszaver6ds sugarak
nem pontosan a fokuszponton mennek at. Az egy pontbhoél vagy egymassal parhuzamosan érkezs, de a tengellyel nagy
szoget bezar6 fénysugarak sem egy ponton keresztiil ver6dnek vissza; ezt nevezik kdémdnak.

Most kiszamoljuk a kép helyét abban az esetben, amikor a fény nem merdlegesen érkezik a tiikorre. Lattuk, hogy
a kép helye attol is fiigg, hogy a tiikdr melyik pontjanak kozelében visszaver6ds fény jut a szemiinkbe. Jeloljik ez a
pontot O-val, és legyen « az O pontbeli beesési szog. Jeloljiik a tiikor gorbiileti sugarat r-rel, a gébmb koézéppontjat
C-vel, a megfigyelt targypontot pedig T-vel (8. dbra).

3. dbra

Kovessiink nyomon egy méasodik fénysugarat is, ami az O’ pontban verddik vissza. Legyen a két visszavert fénysugar
metszéspontja K. Legyen t = OT és k = OK — ezeket nevezhetjiik targy-, illetve képtavolsagnak is. Végiil legyen

OCO'a=x, OTO'a=y ¢ OKO'<a=z.

Mivel csak egy vékony fénynyaldbot vizsgalunk, az x, y és z szogek kicsik, és az OO’ szakaszt helyettesithetjiik egy
fiiggoleges szakasszal. A COO', TOO', KOO’ haromszdgekben
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A TOCO' és COKO' hurkolt négyszdogekbsl
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Mivel az O pontban beesd és visszaver6dd fénysugarak ugyanakkora szoget zarnak be az CO’ irdnnyal,
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Az eredmény nem fiigg az O’ pont megvalasztasatol. Az O pont kizelében visszaver6ds fénysugarak tehat (kozeli-
t6leg) ugyanazon a K ponton mennek at. Az f = r/2 fokusztavolsagot is behelyettesitve, a nagy « értékek esetén is
érvényes leképezési torvény:
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Az érdekl6ds Olvasora bizzuk annak végiggondolasat, hogy a levezetés domboru titkor (r < 0) és latszolagos kép
(k < 0) esetén is elvégezhets, és ugyanerre az eredményre vezet.

Mekkora a nagyitas?

A legtobb optikai rendszerben a képet valamilyen, a tengelyre meréleges feliiletre (filmre, vetitGvaszonra, félveze-
tére vagy éppen latoidegre) vetitjiikk. Ennek megfelelGen a tankonyvek a nagyitas mértékét csak az optikai tengelyre
merGleges irdnyokban szoktédk meghatarozni.

Megjegyezziik, hogy a tengellyel parhuzamos és a tengelyre merGleges irdnyokban a nagyitas kiilonbozs. A leképe-
zési torvény differencialasaval lathatjuk, hogy a nagyitas a tengely iranyaban (k/ t)2, szemben a tengelyre merdéleges
irAnyokban érvényes k/t értékkel. A kép és a targy tehat altaldban geometriailag nem is hasonlo, de a torzulas csak
a megfigyelési iranyban jelentkezik. Abban az esetben, amikor k =~ ¢, példaul ha egy homort gombtiikér gorbiileti
kozéppontjanak kozelében van a tiikorhoz képest nagyon kismeéretd targy, akkor a kép alakja nem is nyulik meg vagy
lapul 6ssze. Valamekkora torzulas ilyenkor is fellép, de ennek mértéke a targy és a kép méretével egyiitt csokken.

Most megvizsgaljuk, hogy a 3. dbran latott elrendezésben mekkora a nagyitas a fénysugar iranyara merélegesen.
Helyezziink el egy kis méretd targyat a T pontban, és vizsgaljuk ennek képét, ami a K pont koriil helyezkedik el
(4. dbra). A targy méretén az OT egyenesre merGleges kiterjedését értjiik (amekkordnak az T'O félegyenes iranyabol
latnank), a kép méretén pedig az OK egyenesre mersleges kiterjedését fogjuk érteni.

4. dbra

Az O pontban visszaver6dd sugarakat nyomon kévetve lathatjuk, hogy az O pontbdl a targy és a kép ugyanakkora
€ szogben latszik, fiiggetleniil attol, hogy a kép alakja miként torzul el. Mivel a targy és a kép is kis mérett, az O-t6l
mért tavolsdgokat a targy esetében t-vel, a kép esetében k-val becsiilhetjiik. A targy OT-re merdéleges kiterjedése tehat
kozelitSleg te, a kép OK-ra merdleges kiterjedése pedig ke. A fénysugar utjara merdleges nagyitas tehat az altalanos
esetben is

N = —.
t

Az E6tvos-feladat pontosabb megoldasa

Most mar minden eszkoz rendelkezésiinkre all a feladat megoldasahoz.

Az a) részben azokat az eseteket keressiik, amikor a nagyitas 1, azaz k = t. Legyen ismét C' a kor kozéppontja,
O az a pont, amelynek kozelében visszaver6ds fény a szemiinkbe jut, o pedig a beesési sz0g az O pontban. A k = ¢
feltétel akkor teljesiil, ha az OCT és OCK haromszogek egybevagoak (5. dbra).

5. dbra



Az (1) modositott leképezési torvényhsl
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. Az « szoget az OCT és OCK haromszogekbdl konnyen

1
o = arcsin 00 = arcsin 3 ~19,47°.

A gyertyalang képét tehat akkor latjuk a valodi langgal azonos szélességiinek, amikor a K O megfigyelési irany 90°+2a =
128,94° szoget zar be a TC irannyal.

A feladat b) részében a kép pélyajat nem lenne nehéz paraméteres gorbeként felirni. Ha a 6 egység sugara henger

kozepét valasztjuk origonak, és a gyertya a (—2,0) pontban van, a C@ vektor irdnya ¢, akkor az O pontot, a cosa, k,
t mennyiségeket, végiil a K pontot is kifejezhetjiik ¢-vel. Magat a gorbét a 6. dbrdn lathatjuk.

6. dbra

A lang pélyaja nem sima, négy pontban is megtorik. A négy ,csics” mellett nyilakkal jeloltiik a megfeleld megfi-
gyelési iranyokat. Mind a négy csics kiilonleges: amikor ,yvizszintesen”, a T'C' egyenes iranyabol nézziik a langot, a kép
a P, illetve R pontban van, @ és S pedig éppen azok a pontok, ahol a langgal azonos szélességi képet lathatunk.

A megoldas végén érdemes Gsszefoglalni, hogy milyen kozelitéseket alkalmaztunk.

— A moédositott leképezési torvény levezetésében elhanyagoltuk a szemiinkbe érkezé fénysugéar atmérdgjét, két szem-
mel torténd megfigyelés esetén pedig a két megfigyelési irany altal bezart szdget.

— A nagyités levezetésében elhanyagoltuk a lang atmérGjét, és vele az « szog felléps értékei kozotti kiillonbségeket.

— Szintén a nagyitis kiszamitasakor a kép méretének az OK-ra merGleges kiterjedését tekintettiik, és nem azt
vizsgaltuk, hogy szemiinkkel mekkora szogben latjuk a képet.

Mi a helyzet a térben?

Eddig mindent vizszintes sikban vizsgaltunk. A térben egy dimenziéval tobb all rendelkezésre — azért, hogy a dolgok
elromolhassanak. Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha egy hengertiikrbe néziink, mint példaul az Edtvos-feladatban.
A 7. dbra szemlélteti, hogy viselkednek a T pontbol induld, és a hengerrsl visszaver6ds fénysugarak. A vizsgalt
fénynyalab az ABDC' négyszogon versdik vissza.
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7. dabra

A fiiggoleges sikokban érkezé fénysugarak hasonléan viselkednek, mint siktiikor esetében. A visszavert fénysuga-
rak meghosszabbitasai egy ponton mennek at a tiikkor moégott. Mindegyik fiiggsleges sikon beliil keletkezik egy-egy
latszolagos kép, de a képpontok helye minden sikban mas és més. A képpontok egy korivet (KspKcp) alkotnak.



A tiikor vizszintes szeletein visszaver$ds fénysugarak hasonloan viselkednek, mint a vizszintes sikban. Ha a meg-
figyelési iranyt rogzitjiik, akkor minden szelethez keletkezik egy (valodi vagy latszolagos) képpont, ezek viszont egy
fiiggsleges szakaszon (K acKpp) helyezkednek el.

Ezt a jelenséget, amely gombtiikrok és lencsék alkalmazasanal is el6fordul, asztigmatizmusnak nevezik. Gombtiikor
esetén példaul kizarolag a gémb kozéppontjanak irdnyaban kapunk éles képet; minél tavolabbi irAnyba nézlink, annal
elmosodottabb lesz a kép (lasd elss borito).

Mivel szemiinkkel csak egy nagyon keskeny fénynyalédbot latunk, a kép elmosodottsdga nem mindig feltting. A je-
lenség latvanyosabb fényképek készitésekor, mert a kamerank blendéjének atmérgje nagyobb, mint az emberi pupilla.
A nagy latoszogil objektivekhez kiilonleges lencséket hasznélnak az asztigmatizmus kikiiszobolésére.

Végiil gondoljunk bele, mi torténik, ha két szemmel néziink a hengertiikorbe. A feladatbeli gyertyalangrol mindkét
szemiinkkel enyhén elmosédott képet latunk. Ha fejiinket fliggslegesen tartjuk, a két szemiink egy magassdgban van.
Ha példaul a 7. dbrdn az A és C pontok kbzelében visszavert fénysugarak jutnak szemiinkbe, egy valodi képet lathatunk
a K¢ pontban. Ha viszont fejiinket 90°-kal oldalra dontjiik, elérhetjiik, hogy az A és B pontokban visszavert fény
jusson a szemiinkbe, igy a (latszolagos) kép a K ap pont lesz.

Rossz hir, hogy a tobbi esetben, ha fejiinket csak kicsit dontjiik oldalra, a kétféle visszaver§ds sugarnyaladb nem fogja
metszeni egymast; amit latunk, az nem csak elmosodott, de még szellemképes is lesz. (A szellemképeken kancsalitassal
segithetiink; Siisii, a sarkany elényben.) A kép helye és mingsége nem csak attol fiigg, hogy honnan nézziik, hanem
még attol is, hogy milyen irdnyban tartjuk a fejiinket.



