1. Bevezetés

Tekintsiik az ak + b szamtani sorozatot, ahol a > 0. Ha a és b nem relativ primek, akkor (a,b) > 1 osztoja a sorozat
mindegyik tagjanak, és igy a sorozatban legfoljebb egy primszam szerepelhet (a kényelem kedvéért a primszéamokat
pozitivnak tekintjiik).

1.1. tétel [Dirichlet, 1837]. Ha a > 0 és a, b relativ prim egész szamok, akkor az ak +b (k = 1,2,...) szdmtani
sorozatban végtelen sok primszam talalhato.

A tételnek csak olyan bizonyitdsa ismeretes, amely komplex analizist hasznal. Egy ilyen, kozépiskolasok szaméara
is érthetGen leirt bizonyitas olvashaté Szalay Mihaly [6] kozépiskolas tagozatos tankonyvének fiiggelékében.

Ugyanakkor a tételnek vannak olyan specialis esetei, melyeket elemi uton is be tudunk bizonyitani. Ebben a
kétrészes cikkben igy igazoljuk a tételnek az nk + 1, illetve az nk — 1 alaka szamok sorozatira vonatkozo allitasat. Az
n betd végig ezt a pozitiv egészet jeloli majd. Az a, b, ¢, d, i, j, k, £, m, u és p betik is végig egész szamokat jelolnek,
melyek koziil p primszam.

Feltételezziik, hogy az Olvasé ismeri a szadmelmélet alapvets fogalmait és tételeit, valamint a komplex szamok és a
polinomok legfontosabb tulajdonsagait. Ezeknek a [2], illetve a [3] tankonyvek elss fejezeteiben nézhet utana. Mindkét
konyv tartalmazza az nk + 1 eset bizonyitasat is ([2], 5.3.4. tétel, illetve [3], 5.8.15. feladat, melynek megoldasa az
internetrdl letolthets). Az alabb kévetkez$ gondolatmenet kicsit elemibb. Ennek ismertetésével ér véget a cikk elsd
része.

Bauer Mihaly 1900 tajan talalt elemi bizonyitast a tétel nk — 1 esetére. Erdgs Pal és Suranyi Janos [1] konyviikben
megemlitik a két alapotletet (203. oldal). Cikkiink mésodik részében, a mar bevezetett fogalmakra alapozva, egy ehhez
hasonlé gondolatmenetet mutatunk be. Szerepel egy bizonyitas Schur [5] cikkében is.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen szamtani sorozatok esetében létezik még hasonlé elemi bizonyitas. Erre Murty [4]
eredménye ad valaszt: az ak + b szamok sorozata akkor és csak akkor ilyen, ha b? = 1 (a). Erdekesség, hogy ennek iga-
zolasahoz olyan mély tételt alkalmaz (Csebotarjov striségi tételét 1922-bdl), amely Dirichlet tételének altaldnositéasa.

Murty bizonyitasa az algebrai szamelmélet eszkoztarat hasznalja. Ebbél az Olvasé kap majd kis izelitét, mert a
Gauss-egészek fogalmat mi is bevezetjiik a cikk masodik részében. Ugyanakkor cikkiink algebrai szempontbél is elemi,
a szamelméleti elemrend és a korosztasi polinomok fogalméat felhasznaljuk majd, de testekr6l mar nem beszéliink.
A test fogalmanak birtokdban néhany szamolas egyszeriisodott volna, de nem lényegesen. Az ilyen lehetGségre mindig
utalunk a szévegben, biztatva az Olvasot, hogy az egyszertsitést végezze el.

A bizonyitast feladatsorozat formajaban ismertetjiik. A feladatok nem nehezek, érdemes veliik 6nélléan probalkozni.
Mindegyik feladat utan kozvetleniil szerepel a megoldasa.

2. Két elemi bizonyitas

2.1. feladat. Igazoljuk, hogy végtelen sok 4k — 1 alaki primszdm van.

Megoldas. Tegyiik fol indirekt, hogy csak véges sok ilyen primszam van, legyenek ezek p1,pa,...,pe. Tekintsiik
az N = 4pips...p¢ — 1 szamot. Ez 1-nél nagyobb, ezért primszdmok szorzata. E primtényezék mindegyike 2-t6l és
mindegyik p;-t6l kiilonbozik, és igy 4-gyel osztva mér csak 1 maradékot adhat. Ekkor azonban a szorzatuk is 1-et ad
maradékul, ami ellentmondéas, mert N = —1 (4). O

Megjegyezziik, hogy Dirichlet tételének analitikus bizonyitasa mar az egyszertd esetekben is tobbet ad, mint az
elemi bizonyitasok, mert segitségével meg lehet becsiilni, hogy az adott szamtani sorozatban ,mennyi” primszam van.
Példaul ha a = 12, akkor csak négy sorozat jon szoba: 12k + 1, 12k + 5, 12k 4+ 7, 12k + 11. Ezekben egymashoz képest
yugyanannyi” primszam van, a kovetkezs értelemben. Jelolje m,(x) a 12k + b alaki, 2-nél nem nagyobb primek szamét.
Ekkor b = 1,5,7,11 mindegyikére

_m(z) L1 (z — 00)

x/log(xz) 4
(a logaritmus természetes alapt). Vagyis a négy sorozat mindegyikébe a primek koriilbeliil egynegyede esik. Ez az ered-
mény erdsitése a Nagy Primszamtételnek (mely szerint a primek szama z-ig koriilbeliil z/ log (), lasd [2], 5.4.1. tétel).

Ugyanakkor a 2.1. feladat megoldasa nagyon ,kevés” 4k — 1 alakt primet szolgaltat. A kapott ,;4j” primrél ugyanis
nem tudunk mast, mint hogy legf6ljebb N. Ez a sorozat pedig nagyon gyorsan névekszik: a 3-bol kiindulva a kapott szé-
mok 11, 131, 17 291, 298 995 971. Az Olvasonak érdemes meggondolnia, hogy az eljaras z-ig csak koriilbeliil log log ()
darab 4k — 1 alakid primet biztosit. Ugyanakkor az z-nél nem nagyobb 4k — 1 alakid primek szdmanak nagysagrendje
x/2log (z).

Elemien bizonyithat6 az is, hogy végtelen sok 4k + 1 alaka prim van. Ehhez mar egy segédallitasra van sziikségiink.

2.2. feladat. Igazoljuk, hogy ha a p primszim 4k —1 alaki, akkor p | a®+b*-bél p | a ésp| b kovetkezik. Specidlisan
az u? + 1 alakid szamok mindegyik pdratlan primosztéja 4k + 1 alaki.



Megoldas. Ha a és b valamelyike oszthaté p-vel, akkor p | a® + b? miatt a masik is. Ha egyik sem, akkor az
a® = —b? (p) kongruenciat (p — 1)/2-edik hatvanyra emelve az Euler-Fermat-tétel miatt 1 = (—1)(17_1)/2 (p) adodik.

Mivel p = —1 (4), ezért (—1)(p_1)/2 = —1.Igy 1 = —1 (p), ami ellentmond annak, hogy p paratlan. [
2.3. feladat. Igazoljuk, hogy végtelen sok 4k + 1 alaki primszdm van.

Megoldas. Tegyiik fol indirekt, hogy csak véges sok ilyen primszam van, legyenek ezek p1,pa,...,pe. Tekintsiik
az N = (2p1p2.. .pg)2 + 1 szamot. Ez 1-nél nagyobb, ezért primszamok szorzata. E tényez6k mindegyike 2-t61 és
mindegyik p;-t6l kiilonbozik, és a 2.2. feladat miatt 4-gyel osztva 1 maradékot ad. Ez az ellentmondés bizonyitja az
allitast. O

3. Korosztasi polinomok

A tovabblépéshez érdemes masik megoldast adni a 2.2. feladat masodik allitasara. Ez bonyolultabb lesz, mert
felhasznélja a szamelméleti elemrend fogalmat, de lehetévé teszi az altalanositast. EmlékeztetGil Osszefoglaljuk a
renddel kapcsolatos tudnivalokat (lasd [2], 3.2. szakasz).

3.1. feladat. Tegyiik fol, hogy (c,m) = 1. Mutassuk meg, hogy van olyan pozitiv k egész, melyre &F=1 (m).

Megoldas. Mivel véges sok modulo m maradék van, léteznek olyan i < j egészek, hogy ¢’ = ¢ (m). A modulushoz

relativ prim c'-vel egyszertsitve ¢/~ = 1 (m) adodik. O

Ha r a legkisebb olyan tulajdonsagt pozitiv k szam, ami az el6z6 feladatban szerepel, akkor ¢ hatvanyai egy r
hosszisaga periddus szerint ismétlGdnek, és igy c kiilonb6z6 hatvanyainak szadma r. Ezt az r szdmot c rendjének
nevezziik modulo m, jele o, (c). A periodicitas miatt ¢* = 1 (m) <= on(c) | k. Az Euler-Fermat-tételbsl ezért
kovetkezik, hogy om(c) | o(m).

3.2. gyakorlat. Szamitsuk ki 2 és 3 rendjét modulo 7.

Megoldas. Mivel 2 hatvanyai modulo 7 rendre 2, 4, 8 =1 (7), ezért 07(2) = 3. Hasonl6an, 3 elsd harom hatvanya
modulo 7 rendre 3, 9 = 2 és 3% = 32 .3 = 2.3 = 6. Tovabb nem érdemes szamolni a kivetkezs okbol. Az eddigiek
szerint 3 rendje nagyobb, mint 3. De ez a rend osztdja ¢(7) = 6-nak, ezért csakis 6 lehet. [

3.3. feladat. Legyen p primosztdja az u® + 1 szamnak. Igazoljuk, hogy op(u) =4 vagy p = 2.

Megoldas. Mivel p | u? +1 | u* — 1, ezért u* = 1 (p), azaz o,(u) | 4. Ha ez a rend nem 4, akkor 1 vagy 2. Mindkeét
esetben u? =1 (p). A feltétel szerint u? = —1 (p), ezért —1 =1 (p), azaz p =2. O

Innen persze paratlan p esetén 4 = op,(u) | ¢(p) = p — 1, azaz megkaptuk a 2.2. feladat masodik allitasat. Ez a
megoldas azt sugallja, hogy ha a 4k + 1 sorozat helyett az nk + 1 sorozatban keresiink primeket, akkor u? 41 | u* — 1
helyett az u™ — 1 kifejezés alkalmas tényezgjével célszerd dolgoznunk.

Az 2™ — 1 polinom szorzatra bontasat kdrosztdsi polinomok segitségével végezhetjik el. Az z™ — 1 gyokei az
e = cos (2wk/n) + isin (2wk/n) komplex szamok, ahol 1 < k < n, vagyis az n-edik komplex egységgyokok (lasd [3],
1.5. szakasz). Mivel egész egyiitthatos polinomokat szeretnénk kapni, ezért «™ — 1 gyoktényezsi koziil bizonyosakat
Osszevonunk. Legyen

D, () = H (z —er).
1<k<n;
(k,n)=1

E polinom gyokei a primitiv n-edik egységgyokok, maga @, (x) pedig az n-edik korosztasi polinom. Az alabbi tétel
™ — 1 kivant szorzatra bontasat szolgaltatja.

3.4. tétel. Ha n > 1, akkor a kévetkezdk teljesiilnek.

(1) ®,(z) foka p(n).
(2) Ervényes az

" —1= Hfbd(x)

d|n

azonossag.

(3) @, () egész egyiitthatds.



Az el6z6 tételt az Olvaso konnyen igazolhatja, vagy megtalalhatja a bizonyitast a [3] konyv 3.9. szakaszaban.
A (2) pont képletébdl a korosztasi polinomokat kiszamithatjuk rekurzivan, egységgyokokre valé hivatkozas nélkiil is.

3.5. gyakorlat. Szdamitsuk ki a ®,,(x) polinomokat, amikor n =1,2,3,4,12.

Megoldas. Mivel a nevezd n = 1 esetén iires szorzat, ®1(x) = x — 1 (vagy a definiciobdl kozvetleniil lathatjuk,
hogy az 1 az egyetlen primitiv ,1-edik” egységgyok). A képletbsl ®o(x) = (22 — 1)/(z — 1) = 2 + 1 és B3(z) =
(2 —1)/(x — 1) = 2% + = + 1. Mivel ®;(2)Ps(x) = 2? — 1, ezért ®y4(x) = (2* — 1)/(z* — 1) = 2 + 1. Hasonléan
Osszevonva a nevezdben

a'? -1 a'? -1 20 +1

= = = =2 -2 +1
D1 (2)P2(2)DP3(x)Py(2)Ps(x) (26 — 1)Dy(z) 22+1

@12(,@)

(hiszen ®;(z)®2(z)P3(x)Pe(z) = 2% —1). O

A O,(x) = 2% + 1 Gsszefiigges alapjan a 3.3. feladat allitasa ugy is fogalmazhato, hogy ha p primosztoja a @4 (u)
szamnak, akkor o,(u) = 4 vagy p | 4. Ezt altalanositja a kovetkezs tétel, amit az utana kovetkez6 harom feladatban
latunk be.

3.6. tétel. Legyen p primosztdja a @, (u) szamnak. Ekkor op(u) = n vagy p | n.
Mivel ®,,(u) | u™ — 1, ezért p és u relativ primek, tehat az o,(u) rend értelmes.

3.7. feladat. Legyenek f(x), g(x), h(x) egész egyitthatds polinomok, és tegyik fol, hogy f és g konstans tagja is
oszthatd p-vel. Ekkor az f(x)g(x)h(x) szorzatpolinomban a konstans tag is, az x-es tag egyitthatdja is oszthaté p-vel.

Megoldas. Legyen f(z) = ap+a1x+..., g(x) =bo+biz+..., h(z) = co+c1z+... . Ekkor a szorzatpolinomban
a konstans tag agboco, az z-es tag egyiitthatdja pedig agboci + apbico + ar1bocy. 0O

Megjegyezziik, hogy ha hajlandéak vagyunk polinomok egyiitthatéival modulo p szdmolni, akkor ez a megoldas
egyszertibben is megfogalmazhat6. A modulo p vett maradékok egy p elemtd Z, testet alkotnak. Vegyiik mindharom
polinom egyiitthatoit modulo p, ekkor Z, f6lotti polinomokat kapunk. A feltétel szerint f(z) és g(x) is oszthatd z-
szel Z,[z]-ben, tehat f(z)g(x)h(z) oszthaté x>-tel. Ennek a gondolatmenetnek a preciz megalapozasa a [3] konyvben
olvashato (1.1. szakasz, illetve 2.3.8. gyakorlat).

3.8. feladat. Tegyik fél, hogy p primosztdja a @, (u) szdmnak, de op(u) # n. Igazoljuk, hogy ekkor van olyan
m | n, hogy m #n ésp| ®p(u).

Megoldas. Mivel p | ®,,(u) | u™ — 1, ezért u™ = 1 (p), és igy op(u) | n. Legyen o,(u) = d < n. Ekkor u? =1 (p),
azaz p | u® — 1 = [] ®4(u). Mivel p prim, oszt6ja valamelyik tényezének. [
m|d

3.9. feladat. Igazoljuk a 3.6. tételt.

Megoldas. Tegyiik fol, hogy p primosztoja a ®,(u) szamnak, de op(u) # n. Az el6zé feladat miatt van olyan
m | n, hogy m # n és p | @, (u). Legyen f(z) = @, (z+u), g(x) = (x4 u), tovabba legyen h(z) mindazon ®,(x+u)
polinomok szorzata, ahol £ | n de ¢ # n,m. Ha a 3.4. tétel (2) allitasat 2™ — 1 helyett (x +u)" — 1-re alkalmazzuk,
akkor f(z)g(z)h(z) = (z+u)" — 1 adodik. Helyettesitsiink z = 0-t, ekkor lathatjuk, hogy f(z) és g(x) konstans
tagja is oszthato p-vel. Ezért a 3.7. feladat miatt az (z + u)" — 1 polinom z-es tagjdnak egyiitthatoja oszthato p-vel.
A binomiélis tétel szerint ez nu™ . Mivel p | ®,,(u) | u™ — 1 miatt p relativ prim u-hoz, ezért p | n. O

Az Olvasé a 3.6. tételt felhasznalva most méar kénnyen altalanosithatja a 2.3. feladat megoldasat, és belathatja,
hogy végtelen sok nk -+ 1 alakd primszam van. Mi ezt a lépést azért bontjuk harom feladatra, mert igy konnyebb lesz
kovetni a cikk masodik részében az nk — 1 eset gondolatmenetét.

3.10. feladat. Mutassuk meg, hogy minden pozitiv K egészhez van olyan u egész, hogy ®, (u) oszthaté egy K -ndl
nagyobb p primszammal.

Megoldas. Legyen v = LK, ahol az L pozitiv egész értékét kés6bb valasztjuk meg. Mivel @, (z) — oo ha  — oo,
ezért L-et elég nagyra valasztva @,(LK!) > 1, és igy @, (u) = @,(LK!)-nak van egy p primosztdja. Tudjuk, hogy
D, (u) | u™ — 1, ezért p relativ prim v = LK!-hoz. Igy p > K. O

3.11. feladat. Igazoljuk, hogy ha a p prim nagyobb n-nél, és u olyan egész szdm, amelyre p | Y, (u), akkor a p prim
nk + 1 alak.

Megoldas. A 3.6. tételbosl kovetkezik, hogy o,(u) = n, hiszen p > n miatt p | n nem teljesiil. Ezért n = o, (u) |
e(p)=p—1. 0O
3.12. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 0 esetén végtelen sok nk + 1 alaku primszdm van.

Megoldas. Tegyiik fol indirekt, hogy csak véges sok ilyen primszam van, legyenek ezek pi,po,...,pe. Valasszuk
a K szamot ugy, hogy ezek mindegyikénél, tovabba n-nél is nagyobb legyen. A 3.10. feladat miatt van olyan u egész,
tovabba egy K-nal nagyobb p prim, melyre p | ®,(u). Az el6z6 feladat szerint a p prim nk+ 1 alakid, ami ellentmondas.
O
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