A1l. Legyen f a sik pontjain értelmezett valos értékid fliggvény, amelyre teljesiil, hogy a sikban minden ABCD
négyzetre f(A) + f(B) + f(C) + f(D) = 0. Kovetkezik-e ebb6l, hogy a sik minden P pontjara f(P) = 07

A2. Az f, g, h fliggvények differencidlhatok valamely 0-t tartalmazoé nyilt intervallumon, és kielégitik az aladbbi
egyenleteket és kezdeti feltételeket:

1
f/:2f2gh+g_ha f(O):17
/ 2 4
n' =3f 4= h(0) =1

Keressen explicit kifejezést f(x)-re, mely megfelel a feltételeknek valamely 0-t tartalmazo nyilt intervallumon.

A3. Legyen d, annak az n X m-es méatrixnak a determinansa, amely balrol jobbra és feliilrél lefelé haladva a
cos1,cos2,...,cosn? elemekbsl all. (Példaul

cos1 cos2 cos3
d3 = |cos4 cos b cos6| .
cos 7 cos8 cos9

A koszinuszok argumentumai radianban értendok.)
Hatarozza meg a lim d,, hatarértéket.
n—oo

A4. Legyen S olyan raciondlis szdmokbdl 4ll6 halmaz, amelyre
(a) 0 € S,

(b) haz € S, akkor z+1 € S és x — 1 € S; valamint

(c)hax € S ésa ¢ {0,1}, akkor 1/(z(z — 1)) € S.
Sziikségszerti-e, hogy S tartalmazzon minden racionalis szamot?

A5. Létezik-e olyan véges kommutativ G csoport, amelyben az sszes elem rendjének szorzata 220997

0 0
A6. Legyen a zart egységnégyzeten értelmezett f: [0, 1]2 — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre 8_f és 8_f létezik
x Y
és folytonos a négyzet (0, 1)2 belsején. Legyen

1 1 1 1
a:/of(O,y)dy, b:Af(l,y)dy, c=/0f(x,0)d:t, dz/)f(x,l)d;v.

Igaz-e, hogy biztosan létezik olyan (z,yo) pont a négyzet belsejében, amelyre

0 0
a—i(ﬁio,yo) =b—a és 8_£(I0’y0) =d—c?

Allitasat bizonyitsa.
B1. Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv racionalis szam felirhat6 olyan tort alakban, ahol a szamlalo és a nevezs

is (nem sziikségképpen kiilonb6z6) primszamok faktoridlisainak szorzata. Példaul

10 2.5
9  31.3.3

B2. Egy jaték soran a szamegyenesen kell ugralni balrol jobb felé haladva. Ha a és b valos szamok és b > a, akkor
az a-bol b-be valé ugras koltsége b> — ab®. Melyek azok a ¢ valos szamok, amelyekre lehetséges eljutni 0-bol 1-be véges
szamu ugrassal agy, hogy az ugrasok 0sszkdltsége pontosan c legyen?

B3. Az {1,2,...,n} halmaz S részhalmazat nevezziik kdzépszerinek, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal:
amennyiben az S-beli a és b elemek atlaga egész, akkor az atlag is hozzatartozik az S halmazhoz. Legyen A(n) az
{1,2,...,n} halmaz kozépszerii részhalmazainak szama. (Az {1,2,3} halmaznak példaul {1,3} kivételével minden

YA versenyrél megjelent ismertetés lapunk 2005/2. szamaban olvashaté, a 71-72. oldalon. A verseny honlapja:
http://math.scu.edu/putnam/index.html, a megoldasok a http://www.unl.edu/amc/a-activities/a7-problems/putnamindex.shtml
honlapon taldlhatok.



részhalmaza kozépszerd, igy A(3) = 7.) Hatarozza meg az Gsszes olyan n pozitiv egészet, amelyre A(n + 2) — 2A(n +
1)+ A(n) = 1.

B4. Azt mondjuk, hogy az z, y valtozokon értelmezett valos egyiitthatos kétvaltozos polinom kiegyensilyozott, ha
a polinom értékeinek atlaga minden origd kézépponta korre 0. A legfeljebb 2009-edfoku kiegyensilyozott polinomok
R folott V' vektorteret alkotnak. Hatarozza meg V' dimenziojat.

B5. Legyen f: (1,00) — R differencidlhato fliggvény, amelyre

I2 — x 2
f(z) = (f(2 ) minden z > 1 esetén.
2 ((f(2)” +1
Bizonyitsa be, hogy lim f(z) = oc.
Tr—r00
B6. Bizonyitsa be, hogy minden n pozitiv egészre létezik egész szamoknak olyan ag,as, ..., a2009 sorozata, ahol

ag = 0, az009 = N, és ap utdn minden tag vagy valamely korabbi tagbol 2F hozzédadasaval kaphato, ahol k nemnegativ
egész, vagy pedig b mod c alaku, ahol b és ¢ mindketten a sorozat korabbi pozitiv tagjai. [b mod ¢ a b-nek c-vel vald
osztasi maradékat jelsli, igy 0 < (b mod ¢) < ¢



